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1. Das elektrische Feld eimes schweren, elektrisch 
geladenen Kigelchens, das um ein Gravitations- 
zentrum kreist'); 
von Gustav Mie, 


Das Prinzip von der Relativität der Gravitationswirkungen. | 


1. Man kann die Idee, welche der Einsteinschen Gra- 
vitationstheorie zugrunde liegt, ungefähr durch folgenden 
Satz wiedergeben: „Wenn sich in einem Gravitationsfeld 
ein im Vergleich zu der felderregenden schweren Masse un- 
endlich kleiner Körper bewegt, so kann man die gesamte innere 
Struktur dieses Körpers und natürlich auch die Felder, die 
ihn umgeben, die ja sozusagen nur die Fortsetzung seiner 
inneren Struktur nach außen sind, so berechnen, als ob der 
Körper in einem gravitationsfreien Weltgebiet ruhte, in welchem 
eine eigentümliche nicht-minkowskische Geometrie herrscht.‘ 
Dies ist der Satz von der Relativität der Gravitationswirkungen 
in seiner allgemeinsten Formulierung. Die besondere Eigen- 
tümlichkeit der Geometrie, durch welche nach diesem Satz 
die physikalischen Wirkungen des Gravitationsfeldes ersetzt 
werden können, besteht darin, daß in ihr keine geradlinigen 
Koordinatennetze möglich sind, man muß sich deswegen, 
um die Welt quantitativ beschreiben zu können, an einem 
Koordinatennetz orientieren, das in dem nicht-minkowskischen 
Raum-Zeit-Kontinium krummlinig erscheint. Das Prinzip, 
nach welchem dieses Koordinatennetz zu konstruieren ist, 
habe ich in einer früheren Abhandlung?) beschrieben, seine 


1) Einen vorläufigen Bericht über die folgende Untersuchung habe 
ich schon auf der Naturforscherversammlung in Nauheim 1920 erstattet. 
Phys. Ztschr. 21. S. 651. 1920. 

2) Ann. d. Phys. 62. S.46. 1920. Die Einführung der „vernunft- 

|gemäßen‘ Koordinaten in die Einsteinschen Gravitationsgleichungen 
BE möchte ich lieber einem Fachmathematiker überlassen, dem die Methoden 
der mehrdimensionalen Geometrien geläufiger sind als mir. Soviel ich 
Isehen kann, werden die Gravitationsgleichungen dadurch. ziemlich ver- 
einfacht weidien. Jedenfalls gewinnt man Vorteile für die Lösung be- 
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Koordinatenlinien nenne ich ‚die vernunftgemäßen geraden 
Linien‘ im Gegensatz zu den Geraden der nicht-minkowski- 
schen Geometrie; welche ‚die natürlichen geraden Linien“ 
_ heißen. Die Geometrie, in der man die vernunftgemäßen 
Geraden als die Geraden anerkennt, ist die gewöhnliche eukli- 
dische bzw. minkowskische Geometrie, in ihr erscheinen die 
„natürlichen Geraden‘ als krumme Linien. Umgekehrt ist 
in der nicht-minkowskischen „natürlichen“ Geometrie das 
 vernunftgemäße Koordinatensystem, wie schon erwähnt, 
 krummlinig, und der Tensor, der die Maßverhältnisse dieses 
__ krummlinigen Koordinatensystems wiedergibt, ist nach Ein- 
stein leicht aus dem Tensor-Potential des Gravitationsfeldes 
zu gewinnen. Die physikalischen Grundgleichungen, durch 
welche die Ereignisse in einem Gravitationsfeld beherrscht 
sind, sind nach Einstein dieselben, wie in einem gravitations- 
: 5 freien Gebiet, abgesehen davon, daß sie das eine Mal in einem 
Gebiet nicht-minkowskischer Geometrie gelten, das andere 
Mal in einem Gebiet minkowskischer Geometrie. Schreibt 
man sie in krummlinigen Koordinaten (wozu auch das Koordi- 
natensystem der „vernunftgemäßen geraden Linien‘ gehört), 
go treten in die Gleichungen die Maßverhältnisse der krumm- 
_ linigen Koordinaten in bekannter Weise ein, und sie sind dann, 


torre 


2 


A 


_ stimmter Probleme schon allein deswegen, weil in den vernunftgemäßen 
Koordinaten von vorne herein alle die physikalisch unsinnigen Lösungen, 
welche die Einsteinschen Gleichungen sonst liefern können (vgl. A. Ein- 
Ss stein, Sitzgsber. der Preuß. Akad. d. Wiss. Berlin. S. 696. 1916), aus- 
geschlossen sind. Der Einwand von H. Wey! (Jahresber. d. Dtschen. 
_ Mathematiker-Vereinigung. 31. S. 58. 1922), daß die von mir angegebene 
Konstruktion vieldeutig sei, scheint mir nicht berechtigt zu sein, wenn 
man beachtet, daß in dem sehr weit entfernten gravitationsfreien Gebiet, 
welches das betrachtete Weltsystem, beispielsweise das Planetensystem 
unserer Sonne, umgibt, das Gravitationspotential praktisch gleich dem 
_ skalaren Wert 1 zu setzen ist. Die Ansicht von Wey] aber, daß das ,,ver- 
_ nunftgemi Be“ Koordinatensystem keine Erleichterung für die Beschreibung 
der physikalischen Vorgiinge verschaffe, scheint mir ohne weiteres durch 
die bloRe Existenz des Kopernikanischen Koordinatensystems widerlegt 
_ gu werden. Das Kopernikanische Koordinatensystem ist nichts anderes 
als das von mir definierte vernunftgemäße Koordinatensystem in der 
heutzutage erreichten Genauigkeit der astronomischen Messungen. Ich 
kann mir nicht denken, daß die Astronomie bei der Beschreibung der 
Bewegungen der Sterne jemals auf dieses Koordinatensystem wird ver- 
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rein formal angesehen, im gravitationsfreien Raum und im 


Das Kugelaylinderkoordinatensystem. 


2. Das Feld eines geladenen Kügelchens, das ich der Kürze 
werde, kann bekanntlich im idealen Vakuum sehr einfach 


durch ein Viererpotential beschrieben werden, welches nur 
eine zeitliche Komponente hat. Diese Komponente nennt 


beschreibt, lege durch irgendeinen Punkt O der Achse A den 
m ihr senkrechten ebenen dreidimensionalen Raum R und 
sehe um O in diesem Raum eine Kugelfläche vom Radius 9. 
läßt man O auf der Achse A entlang laufen, so schließen sich 


nun alle möglichen Kugelzylinder Z um die Achse A mit be- 
liebigen Radien o konstruiert. Die erzeugenden Trajektorien 
auf diesen Zylindern durchsetzen alle Räume R senkrecht 
und geben daher überall die Richtung des Viererpotentials 


von der Größe o abhängenden konstanten Wert, und die Kugel- 
flächen, welche die Zylinder Z aus den Räumen R ausschneiden, 


unendlich benachbarten Räumen R, und R, zwei senkrechte 
sind, und bildet das Linienintegral des Viererpotentials auf 


ponente des elektrischen Feldes in der Richtung der Strecke P,Q, 
und Q, auf einer Äquipotentialfläche, so ist das Linienintegral 


88* 


Gravitationsfeld identisch. Trotzdem sind, wie das folgende jg 
zeigen wird, die Probleme, die die Lösung der Gleichungen ~~ 

mit sich bringt, in ‘den nicht-minkowskischen Gebieten im _ 
allgemeinen ganz unvergleichlich viel schwieriger als in den 
minkowskischen Gebieten. 


halber im folgenden oft einfach als „Elektron“ bezeichnen 


man in der Elektrizitätslehre: das skalare Potential. Man — 
denke sich nun in einer minkowskischen Welt als Zeit-Koordi- — 
natenachse A die Weltlinie, die der Mittelpunkt des Elektrons | 


alle zugehörigen Kugelflächen zu einem dreidimensionalen © 
Kugelzylinder Z vom Radius o zusammen. Wir denken uns 


sind die sog. Äquipotentialflächen. Zieht man zwischen zwei — 
Trajektorien P, P, und Q,Q., die einander unendlich nahe br 
dem Umfang des Vierecks P, P,Q, Q,, so ergibt dies die Kom- ae 


(oder, was dasselbe ist, P, Q,), multipliziert mit dem Flächen- “ 
inhalt des Vierecks P, P,Q,Q,. Liegen die beiden Punkte PR 


Null, weil auf dem Zylinder Z, auf welchem alsdann P,,Q, und 
P,, Q, liegen, das Potential einen konstanten Wert hat und ee 
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außerdem die Strecken P, P, und Q,Q, natürlich, einander 
gleich sind. 
== 2 Diese Konstruktion ist auch dann richtig, wenn die eigent- 
liche Maxwellsche Theorie nicht mehr gilt, das heißt, wenn 
das Superpositionsprinzip ungültig ist, etwa in der unmittel. 
baren Nachbarschaft der Zentralachse des Elektrons, wo sehr 
hohe Feldstärken und sehr große Potentiale herrschen. 


- 8. Ich will dieselbe Konstruktion auch in einem nicht- 
_ minkowskischen Raum-Zeit-Gebiet durchführen, dessen Geo- 
metrie die physikalischen Wirkungen des von einer schweren 
Kugel ausgehenden Gravitationsfeldes ersetzt. Die gerad. 
_ linige Achse A der Figur wird in diesem Falle durch eine zeit- 
artige geodätische Weltlinie ersetzt, welche der Elektronen- 
mittelpunkt durchläuft; diese geodätische Weltachse werde 
im folgenden wieder A genannt. Ich nehme damit an, daß 
der Satz von der Relativität der Gravitationswirkungen gilt, 
und zwar so, daß das im Gravitationsfeld bewegte Elektron 
sich völlig so verhält, als ob es in dem entsprechenden nicht- 
 minkowskischen Gebiet ruhte. Ich denke mir von einem 
beliebigen Punkt O der Achse A alle geodätischen Linien gezogen, 
welche zu der Richtung A senkrecht stehen. Die Gesamtheit 
dieser geodätischen Radienvektoren bildet ein dreidimensionale 
 Kontinuum, welches ich den zur Achse A im Punkte O senk- 
rechten Raum R nennen will. Der Raum R ist, wenn man 
ganz genau rechnet, kein ,,ebener‘‘ Raum, denn in der nicht- 
minkowskischen Welt gibt es im allgemeinen keine ebenen 
Räume, man kann zwei in R auf zwei verschiedenen Radien- 
vektoren liegende Punkte P und Q im allgemeinen nicht durch 
eine ganz in R verlaufende natürliche Gerade verbinden. Im 
allgemeinen schneidet also, wenigstens wenn man ganz genau 
rechnet, eine durch P und Q gelegte geodätische Linie den 
Raum R nur in diesen beiden Punkten. In dem im folgenden 
allein behandelten Fall des auf einem Kreise um das Gravi- 
tationszentrum umlaufenden Elektrons haben die sämtlichen 
Räume R dieselbe Geometrie, dadurch werden die Rechnungen 
_ sehr vereinfacht. Im übrigen werden aber die Resultate, zu 
denen wir in diesem Spezialfall gelangen, sich in ihren wesent- 
 liehen Zügen auch auf den allgemeineren Fall elliptischer Bahnen 
übertragen lassen. 
Sehneiden wir von den sämtlichen Radienvektoren, die 


| 


& 
= 
— 492 Mie, Das 
yon 
auss 
eine 
dies 
| die 
Bei Rad 
Kus 
auf 
arti 
ist 
die 
Nor 
Bei aus, 
Lei 
auf 
N an 
ii 
gan 
den 
ist 
rec 
kei 
Fal 
BOY 
ri 
Ke 
ser 
du 
Kt 
scl 
de 
3 


Das elektr. Feld ein. schweren, elektr. gelad. Kügelchens usw. 498 


yon einem Punkte O der Achse A in den zugehörigen Raum R 
ausstrahlen, gleiche Längen o ab, so bilden ihre Endpunkte 
eine Fläche, welche, wie man leicht einsehen wird, überall 
auf dem Radiusvektor genau senkrecht steht, wir werden Be 
diese Fläche die im Raume R um den Punkt O beschriebene 
Kugelfläche vom Radius o nennen. 


Lassen wir O auf der Achse A entlang laufen, so bildet I Be 
die Gesamtheit der um die Punkte O mit dem konstanten = 
Radius o beschriebenen Kugelflächen einen dreidimensionalen 
Kugelzylinder um die Achse A vom Radius o. Alle Kurven 
auf diesem Zylinder, die zeitartigen ebensogut wie die raum- 
artigen, stehen auf dem Zylinderradius senkrecht, der Radius 
ist die Normale des dreidimensionalen Zylindermantels. Linien, — 
die auf dem Zylindermantel verlaufen und zugleich auf den — 
Normalschnitten des Zylinders, d. h. auf den durch die Räume R 
ausgeschnittenen Kugelflächen, senkrecht stehen, will ich die 
Leitlinien des Zylinders nennen. Da diese Leitlinien sowohl 
auf der Kugelfläche als auf dem Radiusvektor senkrecht stehen, 
so stehen sie auch auf den Räumen R senkrecht, sie sind die r 


somit ein System von Kurven und Flächen gewonnen, welches pe 
ganz ähnlich demjenigen ist, das im einfachsten Fall, nämlich 
dem Fall der minkowskischen Geometrie, zur Beschreibung 
des elektrischen Feldes eines ruhenden Elektrons diente. Es 
ist aber ein großer Unterschied hervorzuheben: Die senk- 
rechten Trajektorien durch die Räume R sind im nicht- _ 
minkowskischen Fall mit alleiniger Ausnahme der Achse A BL 

keine geraden (geodätischen) Linien, wie im minkowskischen SS Ai 


| 


Fall. Ferner sind die Abschnitte verschiedener u er : 


sowie P, und 0% auf Äquipotentialflächen liegen, hat das elek- og IR 
trische Feld in dieser Geometrie im allgemeinen noch eine 
Komponente in der Richtung P, Q,, d. h.: in dem nicht- 
minkowskischen Gebiet steht das Feld im allgemeinen nicht 
senkrecht auf den Äquipotentialflächen. Die im folgenden 
durchgeführte genauere Analyse wird ergeben, daß weder de 
Kugelflächen, welche die Räume R aus den Zylindern Z aus- ee vee 
schneiden, die Äquipotentialflächen sind, noch die Linien 
des elektrischen Feldes rein radial verlaufen. Dagegen wird 
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_ kreis, um das Elektron Übereinstimmung mit dem minkowski- 
schen Fall ergeben: Die Richtung des Viererpotentials ist in 
_ diesem Gebiet in guter Näherung identisch mit der Richtung 
der senkrechten Trajektorien durch die Räume R. Erst in 
sehr großen Entfernungen vom Elektron verliert dieser Satz 
seine Gültigkeit. Fassen wir alle in R enthaltenen Richtungen 
als rein raumartig auf, so ist die Richtung der senkrechten 
Trajektorien rein zeitartig, das Potential des elektrischen 
= Feldes ist ein rein ,,skalares Potential‘, und das Problem ist 
auch im nicht-minkowskischen Fall sozusagen rein „‚elektro- 
statisch“. 


at? Zerlegung des Problems in drei Teilprobleme. 


BR 4. Wir werden das vorgelegte Problem selbstverständlich 
nur näherungsweise lösen. 
Be A Erstlich wird uns schon dadurch, daß es bisher nur ge 


lungen ist, die Einsteinschen Differentialgleichungen für 
Er oes das Einkörperproblem zu lösen, aber noch nicht für das Zwei- 
ee __ kérperproblem, eine Beschränkung in der Genauigkeit der 
Rechnung auferlegt. Wir müssen annehmen, daß die Masse 

i des geladenen Kügelchens gegenüber der Masse des Zentral- 


Br AR at körpers, um welchen es kreist, unendlich klein ist. Wir ver- 
machlässigen also die Einwirkung des von dem Kügelchen 
ausgehenden Gravitationsfeldes auf den Zentralkérper und 
Se 4 N: = auf das Feld des Zentralkörpers und nehmen an, daß die nicht- 
minkowskische Geometrie des Gebietes, in welchem wir das 
elektrische Feld des Kügelchens berechnen, durch die bekannte 
Schwarzschildsche Lösung der Einsteinschen Gleichungen 
für das Gravitationsfeld einer einzigen Kugel mit ausreichender 
Genauigkeit wiedergegeben wird. 
Wir teilen nun das gesamte unendliche Raum-Zeit- 
Kontinuum in drei Teilgebiete. 
ae Das erste Gebiet ist ,,die nächste Umgebung“ des Elektrons. 
Br, = Sie ist umschlossen von einem dreidimensionalen Kugelzylinder 


oF Achse die Weltlinie A des Elektrons ist, und dessen geodätischer 
Radius 9,im Vergleich zum Radius a der Kreisbahn des Elek- 
__ trons unendlich klein ist, 9/a= unendl. klein. Die Ab 
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zweiter Ordnung, also wie o,2/a?, sie können, wenn man 0, _ 
klein wählt, vernachlässigt werden. In dem Gebiet 
der „nächsten Umgebung“ ist also das Problem, das elektrische 
Feld des Elektrons zu berechnen, zurückgeführt auf das Problem 
im minkowskischen Raum-Zeit-Kontinuum. Alles, was wir fe 
noch zu tun haben, ist nur: von dem von uns gewählten Koordi- 
natensystem der natürlichen Geraden umzutransformieren auf 
das vernünftige Koordinatensystem, in welchem das Elektron 
eine Kreisbahn zurücklegt. Dabei kommt es gar nicht darauf 
an, ob in dem elektrischen Feld des Kügelchens überall die — 
gewöhnlichen _Maxwellschen Gleichungen gelten, oder ob 
nicht wenigstens in der Nähe der Atomkerne, wo sehr große _ 
Feldstärken und sehr hohe Potentiale herrschen, ganz andere 


an das zweite Gebiet, die „fernere Umgebung“, zu bekommen, _ 
annehmen müssen, daß in den größeren Entfernungen vom — 
Kugelzentrum, die von go, nicht mehr sehr verschieden sind, 
die Maxwellschen Gleichungen gelten, daß hier also die Lö- 
sung des minkowskischen Problems einfach durch das Cou- 
lombsche Gesetz gegeben ist. 5 
Das zweite Gebiet ist ,,die fernere Umgebung“ des Elektrons. oat 
Sie reicht von dem Kugelzylinder vom Radius 9, bis zu einem = 
zweiten koachsialen Kugelzylinder, dessen geodätischer Radius 0, 
sehr groß ist. o,/a = unendl. groß. Andererseits soll der Wert — 
von o, nach oben durch die folgende Bedingung begrenzt sein; 
Es sei die Geschwindigkeit, mit welcher das Elektron auf seiner 
Bahn umläuft, bezogen auf die Lichtgeschwindigkeit als Ein- 
heit, mit q bezeichnet. Wir nehmen an, daß q eine sehr kleine 
Größe ist. Für o, wird nun gefordert, daß q-o,/a = unendl. 
klein. Damit diese zweite Bedingung sich überhaupt erfüllen _ 
läßt, müssen wir uns auf die Fälle beschränken, in denen de 
Umlaufsgeschwindigkeit q so außerordentlich klein ist, daß 
man immer einen unendlich kleinen Wert für das Verhältnis a/o, 
angeben kann, der doch im Vergleich mit q noch unendlich 
groß ist. Wegen der Kleinheit der Gravitationswirkungen 
ist die Umlaufsgeschwindigkeit eines Körpers, der ein Gravi- 
tationszentrum in einem physikalisch möglichen Abstand 
umkreist, immer so klein, daß diese Bedingung selbst bei großer 
Genauigkeit der Rechnung erfüllt ist. Also ist nur der von — 
uns betrachtete Fall praktisch von Interesse. EEE eek 
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Um das Problem in dem so festgelegten zweiten Gebiet 
zu lösen, müssen wir die Abweichungen der hier herrschenden 
nicht-minkowskischen Geometrie von der minkowskischen 
berechnen, d. h. die Abweichungen der Maßzahlen y,, des 
Kugelzylinder-Koordinatensystems in ihr von den Maßzahlen 
eines gewöhnlichen Kugelzylinder-Koordinatensystems. 

Ordnet man die Ausdrücke für die y,, nach steigenden 


Se ——— von gq, so zeigt sich, daß nur geradzahlige Potenzen 
von q auftreten. Ich werde die Rechnungen nur bis zu den 


Gliedern von der Ordnung g? durchführen. Es zeigt sich ferner, 


se daß in den Entwicklungen der y,, keine Glieder vorkommen, 


welche den geodätischen Radius o in einer höheren Potenz 


enthalten als die Geschwindigkeit q. Ich rechne also bis zu 


Gliedern von der Ordnung q?-o?/a® und diese sind nach unserer 
Annahme bis zur äußersten Grenze 9 = o, des zweiten Gebietes 


noch unendlich klein. 


Nach dem Prinzip der Relativität der Gravitations- 


Maxwellschen Gleichungen, nur übertragen auf die nicht- 
minkowskische Geometrie, die hier herrscht. 
Nachdem die Lösung der Maxwellschen Gleichungen 


In unserem Kugelzylinder-Koordinatensystem gefunden worden 
e* werden wir auf das vernunftgemäße Koordinatensystem 
Fa _ transformieren, in welchem das Elektron eine Kreisbahn um 


das Gravitationszentrum beschreibt. In den entfernteren 


_ metrie über, und dem ehr wird die gefundene Lösung 


für große Werte o/a schließlich identisch mit einer Lösung 
der Maxwellschen Gleichungen für die gewöhnliche minkowski- 
sehe Geometrie. 


Das dritte Gebiet ist der vom Elektron ,,unendlich ferne 

Es ist das Gebiet auBerhalb des Kugelzylinders 

vom Radius 0. In diesem Gebiet gilt die minkowskische 

er und wir haben eine Lösung für die gewöhnlichen 

Maxwellschen Gleichungen zu suchen, welche für g’o,/a = 

unendl. klein in die für das zweite Gebiet gefundene Lösung 
übergeht. 


Damit ist das Ent en: m das ganze Raum- 
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Eine merkwürdige Eigenschaft der Lösung. 


5. Die auf diese Weise gefundene Lösung des Problems 
muß die merkwürdige Eigenschaft haben, daß das um das 
Gravitationszentrum rotierende Elektron keine Energie aus- 
strahlt. Denn in der nächsten Umgebung des Elektrons ist 
die Lösung in dem der Berechnung zugrunde gelegten Kugel- 
zylinder-Koordinatensystem identisch mit der Lösung der 
gewöhnlichen Elektrostatik. Es geht also von dem Elektron 
keine Energie weg und das Elektron bleibt fortwährend auf 
derselben Kreisbahn, seine Weltlinie ist eine geodätische Linie 
des nicht-minkowskischen Kontinuums. Trotzdem aber wird 
sich zeigen, daß in der Entwicklung der Ausdrücke für die 
elektromagnetischen Feldgrößen in dem unendlich fernen 
Raum Glieder vorkommen, welche nicht, wie im elektro- 
statischen Fall, von der Ordnung 1/e?, sondern von der Ord- 
nung 1/o gegen Null konvergieren. Diese Glieder sind, wie 
sich zeigen wird, periodische Funktionen der Zeit von derselben 
Periode, wie der Kreislauf des Elektrons. Sie können aber 
nach dem oben gesagten keine Welle darstellen, die in den 
Raum hinausstrahlt. In der Tat wird die genauere Unter- 
suchung zeigen, daß der periodische Energiestrom, welcher 
durch die Existenz dieses Gliedes angezeigt wird, nicht dauernd 
nach außen geht, sondern hin- und herpendelt. Das periodische 
Glied von der Ordnung 1/o stellt eine stehende Schwingung 
dar, welche das Elektron im unendlich fernen Raum umgibt. 

Man kann die gefundene Lösung im unendlich fernen 
Gebiet berechnen durch Addition zweier Lösungen der Max- 
wellschen Gleichungen, von denen die erste eine Kugelwellen- 
strahlung darstellt, welche von dem rotierenden Elektron 
emittiert wird, die zweite dagegen eine aus dem Unendlichen 
kommende Kugelwellenstrahlung, welche zentripetal auf das 
Elektron zueilt und von ihm absorbiert wird. Haben beide 
Kugelwellen gleiche Intensität, so bilden sie zusammen eine 
stehende Schwingung, und das Elektron absorbiert von dem 
zweiten Wellenzug genau dieselbe Energie, die es mit dem 
ersten aussendet, es behält also im ganzen seine Energie un- 
verändert. 

Man wird die gefundene Lösung nicht gut als diejenige 
Lösung bezeichnen können, welche den Fall eines in einem 
ungeheuren leeren Raum frei um das Gravitationszentrum 
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umlaufenden Elektron darstellt. Diese Lösung dürfte im 
unendlich fernen Gebiet nur eine von dem Elektron wegstrah- 
lende Kugelwelle ergeben, die zentripetal auf das Elektron 
zueilende Kugelwelle müßte fehlen. 

Daraus geht hervor, daß man bei der Anwendung des 
Prinzips von der Relativität der Gravitationswirkungen vor- 
sichtig sein muß. Das in einem minkowskischen Kontinuum 
ruhende Elektron entspricht nicht einfach unter allen Um- 
ständen dem um das Gravitationszentrum umlaufenden Elektron, 
Läuft das Elektron in einem ungeheuren leeren Raum, so müssen 
wir im nicht-minkowskischen Kontinuum von einem Elektron 
ausgehen, das einem konstanten elektrischen Drehfeld aus- 
gesetzt ist. Dieses Drehfeld muß so gerichtet sein, daß es die 
Bewegung des Elektrons auf seiner Bahn um das Gravitations- 
zentrum herum immer gerade aufzuhalten sucht, und seine 
Stärke muß so bemessen sein, daß das Elektron, indem es 
sich ihm entgegen bewegt, fortwährend gerade soviel von 
seiner Energie verliert, als im unendlich fernen Gebiet als 
Strahlung weggeht. Das Elektron läuft dann nicht mehr 
genau auf einem Kreise, sondern vielmehr auf einer Spirale, 
und seine Weltlinie ist nicht mehr genau eine geodätische 
Linie. Alles läßt sich schließlich in der Näherung, auf die ich 
mich überhaupt beschränke, ausrechnen. Die Strahlung des 
im Gravitationsfeld umlaufenden Elektrons ergibt sich als 
genau ebenso groß wie die Strahlung, die sich nach der Max- 
wellschen Theorie mit Hilfe des Wiechert-Liénardschen 
retardierten Potentials berechnet, wenn das Elektron durch 
irgendwelche Zwangskräfte auf demselben Kreise mit der- 
selben Geschwindigkeit umzulaufen genötigt wird. 


Das nichtminkowskische Kugelzylinder-Koordinatensystem. 


6. Wir gehen aus von einem Kugelzylinder-Koordinaten- 
system mit vernunftgemäßen Geraden, in welehem also die 
minkowskische Geometrie gilt. Die Zeitachse dieses Koordi- 
natensystems sei die Weltlinie des Gravitationszentrums. 
Ein Punkt dieser Achse, der das Zentrum zur Zeit t repräsen- 
tiert, heiße C. Von C aus denke ich mir die sämtlichen raum- 
artigen Radienvektoren, die auf der Zeitachse senkrecht stehen, 
gezogen, sie erfüllen den zur Achse in C senkrecht stehenden 
dreidimensionalen ebenen Raum {= const. Irgendeine durch 
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im Punkte C ist die Polarachse. 
ich irgendeinen Anfangsmeridian. ; 

Der Radiusvektor irgendeines Punktes P im Raume 
t= const werde mit r bezeichnet, der Winkel zwischen r und 


die Zeitkoordinate ¢ mit 4. Die raumartigen Richtungen sollen 
so festgelegt sein, daß 1, 2, 3 ein rechtsdrehendes System von 
Richtungen ist. = 
Der Deformationstensor des Gravitationsfeldes im Punkte es 
ist: 


I9a= 95 = 1 Iu = = 9 
Hier bedeutet a eine sehr kleine Größe, u durch die schwere 
Masse des Gravitationszentrums bestimmt ist. Die ‚natür- 
liche Länge“ ds des Streckenelements zwischen den zwei 
unendlich benachbarten Punkten (r, 9, 9, t) und (r+dr, 
6+d0,0+d 9, t+di) beträgt also: 


(1) ds? = dr? +r2-d49? + r2-sin?d-dp? — 


In dem durch die Formel (1) definierten nicht- minkowski- 


schen Kontinuum sind die Differentialgleichungen der geodä- 
tischen Linien): 
d (2.39 \_ 
2, = 
(2) r?. sin? B, a oral? 
r—a di C 


wo B und C zwei willkürliche Konstanten bedeuten. 


1) D. Hilbert, Die Grundlagen der Physik. Zweite Mitteilung. 
Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-naturw. Kl. 28. S. 19 
Gl. (46). Dez. 1916. Ich setze hier die Integrationskonstante A gleich 1, 
dann ist der Hilbertsche Parameter p identisch mit der natürlichen 
Länge s der von einem willkürlichen 
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Die vom Gravitationszentrum ausgehenden Radien- 
vektoren #= const, p = const, t= const sind geodätische 
Linien, denn ihre Gleichungen erfüllen die Bedingungen (2). 
Aber ihre Längenteilung ist in der nicht-minkowskischen 
Geometrie eine andere als im „vernunftgemäßen‘‘ System, 
Die vernunftgemäße Länge eines Radiusvektors C P ist gleich r, 
und die eines kleinen auf ihm abgetragenen Stückes ist dr. 
Dagegen ist die natürliche Länge ds desselben kleinen Stückes: 


Die natürliche Länge s eines Stückes P, P, auf einem Radius- 
vektor ergibt sich durch Integration zu: 


= Wenn a sehr klein ist im Vergleich zu r, und r,, so ist s nur 
= sehr wenig von r, — r, verschieden. Rechnet man bis zu dem 
ae Glied von erster Ordnung, so ergibt sich: 

s= — r,) sa . In x 

1 

a ia u Für r=a werden die Formeln unbrauchbar, hier hat 
= die Geometrie eine mathematische Singularität. 

pat Weiter ist leicht einzusehen, daß jede Meridianebene auch 


in dem nicht-minkowskischen Kontinuum eine Ebene ist, 
in dem Sinne des Wortes, daß die geodätische Verbindung 
zwischen irgend zwei Punkten der Ebene ganz in die Ebene 
hineinfällt. Zieht man nämlich von irgendeinem Punkt P 
der Ebene g=const, t= const die geodätischen Radien- 
vektoren in sämtlichen in der Ebene enthaltenen Richtungen, 
so bleiben diese Radienvektoren überall ganz in der Ebene. 
Für ihre Koordinaten gelten die Gleichungen: 


r—a ds r 


= const, ¢ = const, £9 / 
wo b eine Integrationskonstante bedeutet. Wie man leicht 
sieht, sind dann die Bedingungen (1) und (2) erfüllt. Man 
kann ein Element eines solchen Radiusvektors für einen ge- 
gebenen Wert von b leicht konstruieren, wenn man die vernunft- 
Pa gemäße Längenmessung in der Ebene der Konstruktion zu- 
ee grunde legt. Man lege durch den Endpunkt P eines Radius- 
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vektors r eine Gerade, welche den mit dem Radius b um den 

Nullpunkt geschlagenen Kreis berührt. Diese Gerade treffe 

den gegen C P um den Winkel d # gedrehten Radiusvektor C P’ = a 
inQ, P’ sei die Projektion des Punktes P auf Re: 
den neuen Radiusvektor. Man teile nun die 
unendlich kleine Strecke P’Q durch einen 
Punkt Q’ im Verhältnis Yr—-a:r=P'Q: 
P'Q. en wir P’Q’ = dr, so ist also: 


ferner PP'’=r:dB, 


PP’=r:dd=-— ds, P' 


Demnach ist das 


Element der durch P gehenden geodätischen Linie von dem 
Parameter b. Man sieht hieraus daß man durch Änderung 
des Parameters b tatsächlich alle Richtungen um P herum 
in der Ebene bekommen kann. Die so gewonnenen geodätischen 
Radienvektoren erfüllen die Ebene kontinuierlich, und man 
kann also von P zu jedem andern Punkt der Ebene auf einer 
geodätischen Linie gelangen, die ganz in der Ebene verläuft. 


Gleichwohl gilt in der Ebene natürlich nicht die euklidische 
Geometrie. Man sieht das an der eben ausgeführten Kon- 
struktion. Während man nämlich die natürliche Länge des 
Elements P P’ gleich r-d # zu rechnen hat, ist die des Elementes 


P’Q’ nicht dr, sondern —— -dr. Das ist mit einer 
euklidischen Geometrie nicht zu vereinen. 


Endlich wollen wir nun noch das dreidimensionale Kon- 
tinuum = const betrachten, in welchem r, ®, t variieren 
können. Das Element einer geodätischen Linie in diesem 


Kontinuum ist bestimmt durch die drei Gleichungen: a 
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Wenn man b und c variiert, so bekommt man die von 
einem Punkt nach sämtlichen Richtungen des Kontinuums 
ausgehenden geodätischen Linien, diese Linien verlaufen ganz 
in dem Kontinuum und erfüllen es dicht. Man kann das Kon- 
tinuum g = const, also einen ebenen Raum nennen, insofern 


die geodätische Verbindung zweier Punkte ganz in ihm ver- ] 
läuft. Aber in diesem ebenen Raum gilt die euklidische Geo- f bezei 
metrie nicht, insbesondere existieren in ihm nur ausnahms- } dem 
weise zweidimensionale Ebenen. Wenn man ganz genau rechnet, § #0 7 
sind nur die Flächen t = const Ebenen im strengen Sinn des § der | 


Wortes. 
7. Wir wollen nun zwei verschiedene Polarkoordinaten- 
syteme, die auf „vernunftgemäßen‘“ Maßangaben beruhen ‚ 
(4’) 
sollen, im Raume t = const ins Auge fassen. In dem einen 
sei die Ebene, in welcher das Elektron kreist, die Aquitorial- 
ebene, die Meridianebene, welche durch den Mittelpunkt des 
Elektrons im Moment t=0 geht, sei der Anfangsmeridian. § Dies 
Ich will die Koordinaten in diesem System mit den bisher f dem 
gebrauchten Buchstaben r, ®, gy, t bezeichnen. Die Bewegung § nate 
des Elektrons geschehe im Sinne des zunehmenden g. all 
Das zweite Koordinaten- § die . 
system soll als Polarachse § senk 
den in einem bestimmten Mo- § cons 
ment t = t, zum Zentrum des § hind 
Elektrons gehenden Radius- § linie 
vektor haben. Der Winkel § t= 
dieser Polarachse mit dem § weic 
Anfangsmeridian des vorher § radi 
definierten Systems, d.h. der § nam 
Winkel, den das Elektron 
von der Zeit t=0 bis zur § Ky 
Zeit t =t, beschrieben hat, § jieh 


f Fig. 2. Der Anfangsmeridian sei 
die durch die Polarachse des 
ersten Systems gelegte Meridianebene. Die Koordinaten § g , 
dieses zweiten Systems will ich r, 7, y nennen. r, , x soll natiir- J 


lich wieder ein rechtsdrehendes System sein. 

Die beiden Koordinatensysteme sind in Fig. 2 dargestellt. 
Man sieht ohne weiteres, daß zwischen den Winkelkoordinaten da! 
der beiden Systeme die Beziehungen bestehen: 
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| cos # = sin n-COs x, 


sin 


(4) 


sin #- cos (9, — y) = cos 7. 


In diesen Formeln ist 9, eine Konstante. R 
Ein anderes Koordinatensystem, das ich mit r, 7’, x’, t 
bezeichnen will, bekommen wir, wenn wir die C O-Achse mit 
x | dem Elektron umlaufen lassen, wenn wir also setzen: 9, = q't/a, 
t, | wo q die Geschwindigkeit des Elektrons auf seiner Bahn und a 
43 # der Bahnradius ist. 


| 

sin 9 cos | 


1. § Dieses (r,n’, x’, t)-Koordinatensystem unterscheidet sich von 
7 # dem durch (4) definierten normalen Kugelzylinder - Koordi- 
8 | natensystem der (r,n,x,t) ganz wesentlich dadurch, daß von 
all den zeitartigen Koordinatenlinien (r,n’,x’) = const nur 
- EB die Achse r =O eine Gerade ist, welche die Räume ¢ = const 
e § senkrecht durchsetzt. Alle anderen Trajektorien (r,n’,x’) = 
-  eonst gehen durch die Räume ¢ = const unter schiefen Winkeln 
8 # hindurch, und zwar bildet jede Trajektorie eine Schrauben- 
- — linie auf einem Zylinder r = const, welche durch jeden Raum 
1 E t=const unter gleichem Winkel hindurchgeht. Der Winkel _ 
a § weicht um so mehr vom Rechten ab, je größer der Zylinder- _ 
t f radius r ist, alle Schraubenlinien haben dieselbe Ganghöhe, ; 
t nämlich 27-a/q. 
8. Wir gehen nun von dem durch (4) definierten (r,n, x, t)- 
' | Koordinatensystem zu einem System über, das auf „natür- 
’ § lichen“ Messungen beruht und dessen Achse die Weltlinie des 
Elektronenn ittelpunktes ist. Wir bezeichnen den Punkt 
t=t, dieser Weltlinie mit O, er liegt auf der Polarachse des 
(r, n, x,{)-Kcordinatensystems im Raume t=1t,. Wenn wir von 
0 aus irgendeinen, zeitartigen oder raumartigen, geodätischen 
Radivsvektor ziehen, so wissen wir aus unseren in 6. an- 
gestellten Überlegungen, daß er ganz in einem dreidimen- 
sionalen ebenen Kontinuum % = const verläuft, und ferner, 
daß sich seine Elemente nach den Gleichungen (8) berechnen 
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a a lassen, wo wir nur den Buchstaben # durch n zu setzen haben, 
N _ Außerdem wollen wir die natürliche Länge des Radiusvektors o 
nennen und demgemäß überall ds durch ersetzen: 


On 
r? A b 
» 


ve eH Da die Gleichungen (5) nur diejenigen Anderungen an- 

gehen, welche die Koordinaten r,n,x,t erfahren, wenn man 
pe an einem geodätischen Radiusvektor entlang läuft, müssen 

wir die Zeichen der partiellen Differentiation anwenden. Der 
geodätische Radiusvektor ist durch die Parameter b und ¢ 

S bestimmt, welche in den Gleichungen (5) konstant gehalten 
werden. Um die Änderungen der Koordinaten für ein be- 
liebiges Streckenelement d s zu finden, werden wir im folgenden 
auch ihre partiellen Differentialquotienten nach b und c be 
rechnen müssen. 

Ehe wir dazu übergehen, wollen wir die Weltlinie des 
Elektronenmittelpunktes, also die Achse unseres neuen Koordi- 
natensystems A, welche zu den durch O gehenden Radien- 
vektoren gehört, etwas genauer betrachten. Die Parameter 
der Achse A seien mit —i-B, —i-C bezeichnet. Da die 
Achse zeitartig ist, sind B und C reelle Größen. Der Radius 
der Kreisbahn des Elektrons habe, vernunftgemäß gemessen, 
die Länge a. Die Geschwindigkeit des Elektrons, vernunft- 
* gemäß gerechnet, sei bezogen auf Lichtgeschwindigkeit gleich q. 
‘Dann ist für die Weltlinie des Elektronenmittelpunktes : 


=0 usw., 


eerie 
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so 


Setzt man hier r=a ein, so 
B und C die beiden Gleichungen: 


Daraus berechnen sich Bund C: | 


@ a-« a 
Die kleine Anderung dt der Zeit, welche dem Element te 


—i-dg der Weltlinie entspricht, berechnet sich nach ©), a 
wenn man für c seinen Wert — s:C einsetzt: Hanne 


a 
- 


dt=—i-doe 


Während dieser Zeit schreitet der Mittelpunkt des Elektrons 
um ein Bogenelement a-dn voran, welches demselben Element — 
— do der Weltlinie entspricht und sich aus der ersten Glei- 
chung (5) berechnet, wenn man für b seinen Wert — #- B einsetzt: P Be 


Demnach ergibt sich fiir die Geschwindigkeit q des Elektronen- 


mittelpunktes : 
a-dn 


q = 1 = 2 
dt a ni rs Asyl) 
Setzt man fiir B/C den oben gefundenen Wert: rele ar. 


ein, so ergibt sich die wichtige Beziehung: Sethe 
| 


und man bekommt aus den oben gefundenen Ausdriicken 
fir B und C: 


~— 
—— 


Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 
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Auf der Achse A bringen wir eine natürliche Länger. 

ane teilung o an, deren Nullpunkt der Punkt t=0 sei. Da 4 

Ber En zeitartig ist, so ist die Länge o auf ihr eine rein imaginäre Zahl 

0 =i-t, wor eine reelle Größe, die Eigenzeit des Elektrons, 

ae ist. Zu jedem Wert vont gehört ein bestimmtes f,, und zwar, 
a da dt = —i-do-a-C/a — a, nach (6) und (7): 


Vi 39 
Diesen Wert denken wir uns in 9, = q-t)/a und so in die 
Gleichungen (4) eingesetzt. Legen wir nun durch den zu einem 
bestimmten Wert r gehörenden Punkt O der Achse A nach 
der in 8. geschilderten Methode den zu A senkrechten Raum R, 
so können wir r als den zu diesem Raum gehörenden Zeit- 
SER parameter ansehen. In dem von uns zu konstruierenden Koordi- 
 natensystem wird also ein Raum R durch die Gleichungr = const 
 dargestel. Um die Koordinaten irgendeines Raumzeit- 
punktes P anzugeben, müssen wir erstens den Zeitparameter ı 
des Raumes R kennen, in welchem sich der Punkt P befindet, 
zweitens die beiden Parameter b und c des von O im Raume R 
durch P gelegten Radiusvektors, drittens die Länge o der 
Strecke O P, natürlich gemessen. Die vier Größen (e, b, c,1) 
sind die Koordinaten von P. Wir müssen nun das Problem 
lösen, die Transformationsformeln zu finden, welche von dem 
Koordinatensystem (r, 7, x, t) zu (e,b,c,r) führen. 
Wie sich die vier Größen (r,n,x,t) zugleich mit o ändern, 
wird durch die Differentialgleichungen (5) angegeben. 
Um ihre Veränderungen bei Variation des Zeitparameters t 
zu finden, denke ich mir im Raumer, der die Achse in O schneidet, 
einen Punkt P und im Raume r +dr, der die Achse in 0, 
schneiden möge, einen Punkt P,, und zwar sollen P und P, 
ganz dieselben räumlichen Koordinaten o, b, c haben, sie unter- 
scheiden sich nur in dent. Dann gehören zu P, auch dieselben 
Koordinaten r, =r, 7, =N, Xı = x, vorausgesetzt, daß man 
n, und x, in einem Koordinatensystem rechnet, welches sich 
von dem (r,n,x)-System dadurch unterscheidet, daß man 
an Stelle von 9, den Winkel 9, + dq, nimmt, wo nach (8): 


d 
27. Nennen wir die Koordinaten von P, im 


(r,n, x, t)-System r+dr,y+dn, t+dt, so 
sich: dr = 0, und nach (4): 


i= 
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sin d-sin + — y) = siny:siny, 
| cos # = sin(y +dm)-cos(y+dy), 
sin #-sin (99 — 9) = sin (m + dy)-sin (y + dy), 
| sin (9 — y) = cos (yn + dn) 
oder: dyn = — sin dy = — cosn:cot 
Bezeichnen wir ferner den Unterschied der Zeit des 
Punktes P gegen O als t', den des Punktes P, gegen O, als t,’, 
so ist auch ¢’ =t,’. Folglich ist der Zeitunterschied d t zwischen 
P, und P ebenso groß, wie der zwischen O, und O, also nach 
(8): dt=dr/Yi —8q?. Demnach gelten bei einer Änderung 
des Parameters r allein die folgenden Differentialgleichungen : 


= 


Es bleiben noch zu berechnen die partiellen Anderungen 
nach den beiden Parametern b und c. Ehe wir diese Rechnung 
ausführen, wollen wir sie aber durch zwei andere Parameter 
ersetzen, die der Anschauung bequemer zugänglich sind.' 


9. Durch den Punkt O der Achse A, welcher die Eigenzeit 
t=r, hat, legen wir den Raum 7 =r,, indem wir von O aus 
alle zu A senkrechten Radienvektoren ziehen. Zu diesen 
Radienvektoren gehören auch die Polarachse CO und über- 
haupt die sämtlichen geodätischen Radienvektoren, aus denen 
sich, wie wir auf $. 500 gesehen haben, die Ebene 7 = 0, t = ty 
zusammensetzt. Denn diese Radienvektoren stehen im Punkte O 
sowohl auf der Richtung der t-Linie, als auch auf der Richtung 
der Bewegung des Elektrons senkrecht und folglich auch auf 
der Richtung der Achse A, welche in der durch beide gelegten 
Ebene enthalten ist. Wegen der Symmetrie des Gravitations- 
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feldes in bezug auf den Radius CO gilt das Gesagte ebenso- 
wohl bei natürlicher, wie bei vernunftgemäßer Messung der 
Winkel. Wir können danach den Satz aussprechen: 


Der Raum r =r, schneidet sich mit dem Raum t=1t, 
in der Ebene y = 0, t= t,. 

Wir wollen nun ferner durch das Anfangselement eines 
im Raumet =t, außerhalb der Ebene y = 0 gelegenen Radius- 
vektors und die Polarachse CO ein ebenes Flächenelement 
hindurchlegen. Da im Unendlichkleinen auch im nicht- 
minkowskischen Kontinuum die minkowskische Geometrie 
gilt, so läßt sich die Konstruktion ohne weiteres ausführen. 
Alle von O in diesem Flächenelement ausstrahlenden Linien- 
elemente wollen wir geodätisch beliebig weit fortsetzen, alle 
so erhaltenen Radienvektoren bilden ein im Raum t =r, ent- 
haltenes zweidimensionales Kontinuum, welches wir als eine 
„Meridianfläche‘‘ bezeichnen wollen. Alle Meridianflächen 
schneiden sich in der Polarachse CO, zu ihnen gehört auch 
die Ebene y = 0, die einzige Ebene unter ihnen im strengen 
Sinne des Wortes. Der Winkel, welchen das ebene Element 
einer Meridianfläche in der Nähe des Punktes O mit der Ebene 
x=0 bildet, natürlich gemessen, sei mit wy bezeichnet, wir 
nennen ihn den zu dieser Meridianfläche gehörenden ,,Meridian- 
winkel“. Endlich sei der Winkel zwischen dem Anfangs- 
element irgend eines Radiusvektors im Raume t —=r, mit der 
Polarachse, natürlich gemessen, durch den Buchstaben 
bezeichnet, und der „Breitengrad‘‘ des betreffenden Radius- 
vektors genannt. Durch die beiden Winkel 8 und y ist der 
Radiusvektor eindeutig bestimmt, durch diese beiden Variablen 
können wir also die beiden oben vorläufig gewählten Parameter 
b und c ersetzen. Wir bekommen so ein auf natürlichen 
Messungen beruhendes Koordinatensystem (0, ß, y,t), welches 
mit dem auf vernunftgemäßen Messungen beruhenden System 
der (r, 7, x, #) leicht in Beziehung zu bringen ist. Beide Systeme 
haben die Polarachse CO und die Anfangsmeridianebene 
gemeinsam, welche in dem einen System y = 0,7 =r,, in dem 
anderen y=0,t=1t, heißt. Doch ist die Geometrie der 
Ebene in beiden Systemen verschieden. Andere Meridian- 
ebenen haben die beiden Systeme nicht gemeinsam, weil die 
Räume ¢ = t, und =r, sich nur in dieser einen Ebene schnei- 
den, Ein sehr wesentlicher Unterschied der beiden Koordi- 
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natensysteme besteht aber darin, daß die (oe, ß,y,r) keine 
Kugelzylinderkoordinaten im strengen Sinne des Wortes sind. 
Konstruieren wir die zeitartigen Linien (0, 8, y) = const, so 
finden wir, daß unter ihnen nur die Linie 9 = 0 eine Gerade 
ist, welche die Räume +t = const senkrecht durchsetzt. Alle 
anderen Trajektorien (o, 8, y) = const bilden Schraubenlinien 
auf den Zylindern og = const, und zwar hat jede Schrauben- 
linie dieselbe Ganghöhe, nämlich —3g?/q. Das 
Koordinatensystem ist also ganz ähnlich dem auf $. 503 
beschriebenen der (r,n’,x’,t), nur ist es wegen der nicht- 
minkowskischen Geometrie etwas weniger regelmäßig. Wir 
müßten unser Koordinatensystem eigentlich durch (e, ß’, y’,t) 
bezeichnen. Wir wollen aber der Einfachheit wegen in den 
folgenden Darlegungen zunächst die Striche weglassen, man 
kann sie sich ja in Gedanken leicht hinzufügen. Erst im Ab- 
schnitt 11. werden wir die Striche auch in den gedruckten 
Formeln einführen, um das (9, A’, y',r)-System deutlich von 
einem (o, ß, y,t)-System zu unterscheiden, in welchem, wie 
in dem (r,n,x,t)-System, die zeitartigen Trajektorien die 
Räume t = const senkrecht durchqueren sollen. 

Wir haben nun zunächst die Aufgabe zu lösen, die beiden 
Parameter b und c durch die Winkelkoordinaten 8 und yw aus- 
zudrücken. Es sei do das im Punkte O beginnende Element 
irgendeines Radiusvektors. Wir berechnen die Projektionen 
von dg auf die vier Koordinatenrichtungen des Systems (r, 7, 4, t) 
nach Formel (1), wo wir für # und 9 die entsprechenden Winkel 
n und x einsetzen. Da der Punkt O auf der Polarachse liegt, 
ist dy=0, die n-Riehtung ist unendlich vieldeutig in der auf 
der Polarachse senkrechten Ebene, die Richtung von dr fällt 


‚mit der Richtung der Polarachse zusammen, ferner ist im 


Punkte O zu setzen: r =a. Beachtet man dies, so ergibt sich 
nach (1): 


do, = 
Aus bir “end des Winkels ß folgt: do, = dg-cos P. 


Setzen wir ferner für d 7 und für dt die aus (5) sich ergebenden 
Werte ein und beachten wir (6), so bekommen ir: 


<—.dr, dg, =a-dn, do, =9, 
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(11) 


.c 
Da nun do? = do, + + + dog, so ist: 


Weiter projizieren wir dg auf die zur Bahnebene senk- 
recht stehende räumliche Richtung, welche wir als x-Achse 
bezeichnen wollen. Nach den oben gemachten Ausführungen 
liegt die z-Achse sowohl im Raume t = t,, wie auch im Raume 
t=r,. Wir wollen die gesuchte Projektion, die bei natürlicher 
und bei vernunftgemäßer Maßangabe dieselbe Größe hat, 
mit dx bezeichnen. Da die Polarachse CO und die t-Richtung 
auf x senkrecht stehen, ebenso wohl bei vernunftgemäßer 
wie bei natürlicher Winkelmessung, so können wir dx durch 
Projektion der Komponente do, auf die z-Richtung bekommen. 
Da ferner auf der im Raume t = t, um das Gravitationszentrum 
geschlagenen Kugel bei natürlicher wie bei vernunftgemäßer 
Messung dieselbe Geometrie gilt, so sieht man aus Fig. 2 un- 
mittelbar, daß dx = do,-cos x, also nach (11) dz = b-cos y-d o/a. 
Im Raume r =r, ist die Projektion von do auf die zur Polar- 
achse senkrechte Ebene gleich do -sin ß, projiziert man in dieser 


Ebene auf die x-Richtung, so bekommt man dz = do-sin f-cos y. 


folgt: 


= oder wenn man von (12) Gebrauch macht: 
1 
( 3) 4 
i 

siny= & 


’ Ich führe Jetzt die Bedingung ein, daß do auf der Achse A 
senkrecht steht. Bezeichnen wir das Element der Achse im 
= -- O mit i-dr und seine Projektion auf die vier Koordi- 
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in 


natenrichtungen durch die Suffixe 1, 2, 3, 4, so haben wir 
nach der in 8. angestellten Berechnung: 


dt, =0, dy= - dr, dr, =0, du = .dr, 

wo für B und C die in (7) angegebenen Werte einzusetzen sind. 
Um die Bedingung aufzustellen, daß do und i-dt aufeinander 
senkrecht stehen, muß man beachten, daß die Richtung 2 
im Punkte O unendlich vieldeutig ist, und daß die Richtungen 
von d 9, und i-dr, dementsprechend i im allgemeinen verschieden 
sind. Die Richtung von i-dr, ist die positive g-Richtung, © 

dagegen bildet do, mit dieser Richtung den Winkel n?? +24, _ 
wenn x der Winkel der Meridianebene ist, in welcher die Pro- __ 
jektion des Vektors de im Raume t=t, verläuft. Die Be 
dingung lautet demnach: 


— doy-dr,-siny + =0 


B-b .c 


Mit Hilfe der Gleichungen (7) ergibt sich: Ms 
(14) siny. 


Diesen Wert von c setzen wir in (18) ein und bekommen: 


sinw- V1 — 2q° 


V + sin’y 
Wie vorauszusehen war, liegen alle Punkte einer Meridian- 
fläche y = const in einem dreidimensionalen Raum x = const. 

Für die Parameter b und c findet man die Ausdrücke: et 


| e=—q-sinf- ing 
10. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu über, 
die partiellen Differentialquotienten der vernunftgemäßen 


Koordinaten r,n,x,t nach den beiden Parametern b und c, 
oder besser nach 8 und y, zu berechnen. 


(16) 
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Wenn wir an irgendeinem Radiusvektor mit den Para. 
__— metern b, c im Raumer =r, entlang gehen, so kann man nach 
ir der letzten der Gleichungen (5) die er 0 als Funktion einer 


- 


i Durch Ba bekommt man r als Funktion von 
9, b, ¢ oder nach (16) als Funktion von o, ß,y. Damit ist die 
Aufgabe für r gelöst. Weiter gibt die erste der Gleichungen (5): 
b-dr 


= 
- Substituieren wir fiir r den vorhin gefundenen Wert und 
für b und ¢ die Ausdrücke (16), so ist damit die Aufgabe auch 
_ fiir die Koordinate 7 gelöst, sofern wir t =, konstant halten. 
Es kommt noch hinzu die durch (9) angegebene Abhängigkeit 
von T. 
Für x haben wir ‘schon alles, was wir brauchen in den 


Pr 


Br Die Zeitkoordinate t wird ebenso wie n behandelt. Die 
a dritte der Gleichungen (5) gibt uns: 
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arae | Setzt man hier die Ausdrücke für r,b,c ein und für t, den 
ach | Wert (8), so ist die Aufgabe auch für t gelöst. 

iner Nach Durchführung all dieser Rechnungen können wir 
Ber | nach Formel (1) jedes beliebige Streckenelement mit Hilfe 
der Koordinaten o, B, y, berechnen. Damit ist die Geometrie 
des nicht-minkowskischen Kontinuums genügend klargestellt, 
um zur Lösung unseres Problems vorgehen zu können. 

Wir werden die Rechnungen nur näherungsweise durch- 
führen, indem wir die Geschwindigkeit q als eine sehr kleine 
Größe ansehen. Da c? und a von der Größenordnung gq? sind, 
können wir die Nenner der Integrale (17), (18), (19) nach 
Potenzen von q? entwickeln. Solange r nicht sehr kleine Werte 
von | annimmt, sind diese Reihen sehr schnell konvergent, wir werden 
die | sie schon nach dem Glied mit der ersten Potenz von gq? ab- 
(5): | brechen. Die so gewonnenen Formeln gelten für die ganze 
nahe und fernere Umgebung des Elektrons mit alleiniger Aus- 
nahme des Gravitationszentrums und seiner allernächsten 
Umgebung. Hier werden alle Berechnungen schon allein 
deswegen ungültig, weil die Formeln, die wir der Berechnung 
des Gravitationsfeldes zugrunde legen, im Innern des Körpers 
des Gravitationszentrums hinfällig sind. Es hat also kein 
Interesse, sich bei der Betrachtung der Singularitäten der 
Integrale für r=a aufzuhalten. Alles, was physikalisch 
von Bedeutung ist, wird bei der von uns zugelassenen Näherung 
ind § deutlich zutage treten. 
ıch Von besonderer Bedeutung für das folgende wird der 
en. § Ausdruck sein, der sich für t ergeben hat. Er enthält ein Glied 
eit $ von der Ordnung q-r, welches für sehr ferne Gegenden un- 
endlich groß wird. 
len Wir beginnen nun mit der Durchführung der Rechnungen 
und zwar mit (17). Wir führen folgende Abkürzung ein: 


a ec? a 
wo c? von der Ordnung gq? sehr klein ist: In der Näherung, 
mit der wir rechnen, werden wir also setzen: 


Die 


Für den Ausdruck (17) ergibt sich nun die Reihenentwicklung: 


= 
™> 
a 
~2 

\e 
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En 


Die Integration ergibt: Aare; 


durch eine leichte Rechnung in der von uns gebrauchten 
Näherung: 


= Hier steht auf der rechten Seite der Buchstabe r für die erste 
Näherung: 
(21a) r=YVo?+2oa-cosß+ a8. 


b-dr 
: r - + 
tater 
Tg} Pr 73 
n = arc sin — arcsin-, 


liefert: 


+9°-a-In 
Vi+e 
Wir setzen nun für b und c die Werte (16) und finden 


+ 2.9-a-cos + a® + q*-(o%-sin® y 


—2a-(o + a-cos ß) - In 


Dieselbe Rechnung fiihren wir mit dem Integral (18) durch: 


Eine einfache Umrechnung, bei der man (21) mit benutzt, 


r-sing = e-sin# sing sin? y 


(a + cosf)- eosin’ a\_ r+e+a-cos 
+ r+a+o:coß (1+) a-sind-In re 


a + (1 +cos |’ 
(1+ +) 
rt ete 
a + (1 + cosß) 
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wo wieder r auf der rechten Seite zur Abkürzung für die erste 5 Ber = £ 
(28a) r=Vo?+2oa:cosß+ a? 
gesetzt ist. 


in der hier gebrauchten 
(24) | cos = cosy-(l — q?-sin?y), 
sin y = sin p-(1 + q?-cos* y). 


Die Formeln (22), (23), (24) gelten natürlich nur fir den = 
konstanten Wert r=r,. Wenn der Parameter r variiert, be- _ 


(Vgl. 8. 508 und $. 509.) 
Bei der Berechnung von ¢ nach (19) beachten wir, daß E. : = 


Wir setzen alsodt=c-dg. Mit Rücksicht auf A und 1 = 3 
bekommen wir: 

(25) t=t-(1 + — q-o'sin P-siny. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, daß bei Vernachlässigung 

der Glieder von der Ordnung g? der Raum r = const bei ver- 

nunftgemäßen Maßangaben ein ebener Raum ist. Denn man 
kann unter Weglassung der Glieder von der aan gq? an 

schreiben : 

=t+q-r-siny:sin x, 

oder, wenn man durch O im Raume t=1t, ein ertilalies 

Koordinatensystem legt, dessen z-Achse die Richtung der 


Momentanbewegung des Elektrons hat: 


Verbindet man also irgend zwei Punkte eines Raumes 
t= const durch eine vernunftgemäße Gerade, so liegt diese 
ganz in dem Raum. 

Aber ebenso ist der Raum r = const auch bei natürlichen 
Maßangaben innerhalb derselben Fehlergrenzen ein ebener 
Raum. Zum Beweise verbinden wir irgend zwei Punkte in 
ihm durch eine Linie, deren räumliche Koordinaten r,n,x 
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in der Weise bestimmt werden, daß sie die Differential- 
oe gleichungen (1) und (2), von denen wir die letzte weglassen, 


‘ d 
2 . = 
r?. sin? 7, B. 


In diesen Gleichungen soll C eine Konstante von der 
Größenordnung q bedeuten, deren genaue Festsetzung wir 
=... noch vorbehalten. B ist eine Konstante, die aus der Be- 
dingung zu ermitteln ist, daß die Linie durch zwei bestimmte 
Punkte des Raumes r = const hindurch gehen soll. 

Die Aufgabe, r,n,x als Funktionen des Parameters s 
zu finden, ist eine rein dreidimensionale Aufgabe, und sie ist 
sofort zu lösen, wenn man die sehr kleinen Größen von der 
Ordnung gq? an vernachlässigt. Man hat dazu in der ersten 
Gleichung den Faktor r/r — a gleich 1 zu setzen und das Glied 
a Bo C* zu streichen. Als Lösung in dieser ersten Näherung 


Br y bekommt man eine vernunftgemäße Gerade, in dem drei- 


ds ist ein Linienelement dieser Geraden. 
Nehmen wir dazu weiter die Gleichung 


die gesuchte Linie in der ersten groben Näherung im vier- 

dimensionalen Kontinuum festgelegt, es ist eine Gerade, die 

im Raume t = const liegt. 

¥ Wir wollen nun den Richtungskosinus der so gefundenen 

Geraden gegen die z-Achse mit cos y bezeichnen und für die 

Konstante C den Wert q-cos y einsetzen, ebenso für a seinen 
Wert aus (6) a=2a-g?. Nun entwickeln wir die linke Seite 


Weise eine zweite Näherung für die Funktionen r,n,x zu 
gewinnen, welche sich von der ersten Näherung durch je ein 
& Glied mit q? unterscheidet. Transformieren wir um auf ein 
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kartesisches Koordinatensystem, so werden wir für die Projek- _ 
tionen dx, dy, dz des Linienelementes bekommen: dza=ds 
-cosa+(1 +h-q*), dy =ds-cos +k-q*),dz=ds-cosy 
-(1 + p-q?), wo cosa, cos ß, cos y die drei Richtungskosinusse 
der in erster Näherung gefundenen Geraden und h,k, p drei 
Funktionen von s bedeuten, die im allgemeinen keine sehr 
großen Werte annehmen. Die so gefundene Kurve ist zunächst 
die Projektion der gesuchten Kurve in den Raum ¢ = const. 
Wir fügen nun noch die Gleichung t— q-z =r-(1 + 8 q?/2) 
hinzu oder: dt = q-cos y-(1 + p-q*)-ds, so ist die Kurve im 
vierdimensionalen Kontinuum völlig bestimmt, sie verläuft 
ganz im Raume r =const. Wenn wir uns mit dieser An- 
näherung begnügen, und in den räumlichen Koordinaten alle 
Glieder von der Ordnung gq’ an, in der zeitlichen Koordinate 
schon von der Ordnung g? an streichen, so können wir die erste 
der Gleichungen (27) auch schreiben: 


r-a 

— . — | 


r ds 


und zu den beiden anderen können wir, wie auf §. 499, noch 
die dritte hinzufügen: 


d 2 dn 
ds 


. 2 


Die Kurve befriedigt also erstens die Differentialgleichungen 
der geodätischen Linien mit dem verlangten Grade von Ge- 
nauigkeit, zweitens verläuft sie ganz im Raume r = const. 
Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Auf §. 501 ist bewiesen worden, daß jeder dreidimen- 
sionale Raum x = const, oder was dasselbe ist, y = const 
bei natürlichen Maßangaben ein ebener Raum ist. Nun schneidet 
ich ein Raum y =const mit einem Raume r = const stets 
in einer Meridianfläche, wie sie auf $. 508 definiert worden 
ist. Verbindet man zwei Punkte P, und P, dieser Meridian- 
fläche durch eine geodätische Linie, so muß diese erstens in 
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dem Raume y= const, zweitens — innerhalb der Fehler- 
grenzen, mit denen wir hier rechnen — auch im Raumer = const 
verlaufen. Mithin liegt sie ganz in der Schnittfläche der beiden 
Räume, der Meridianfläche y = const, r = const. 

Wenn man alle sehr kleinen Größen von höherer Ordnung 
als q? vernachlässigt, so kann man jede Meridianfläche y = const, 
t= const als eine Ebene ansehen. 

Die Geometrie in diesen Ebenen ist, wenn man die Größen 
von der Ordnung q? mitrechnet, nicht mehr euklidisch, indessen 
ist leicht einzusehen, daß in allen dieselbe Geometrie herrscht. 
Denn erstens herrscht in jedem Raume y = const dieselbe 
Geometrie und zwar sind die drei, auch bei natürlichen Messungen 
aufeinander senkrecht stehenden Ebenen t=1,n=0,n=n/2 
Symmetrieebenen in dieser Geometrie. Diese Symmetrie- 
ebenen sind in allen Räumen y = const geometrisch gleich- 
artig. Nun schneidet der Raum r = const den Raum y = const 
in einer Fläche, welche durch die Achse OC (t = t, 4 = 0) 
hindurchgeht, und welche mit der t-Achse (r = 0) in jedem 
Raume x = const denselben Winkel bildet. Folglich muß 
in jeder Fläche x = const, r = const dieselbe Geometrie herr- 
schen, und zwar muß sie symmetrisch zu der Achse 8 = 0, 
ß=n sein. Daraus folgt: 

Das Linienelement in einer Meridianebene rt =T,, y = const 
aa berechnet sich in der Genauigkeit, mit der wir rechnen, als: ds? 
== + (1 + h-q?)-0?-d B*, wo h eine Funktion von o und 8, 
a ar aber unabhängig von y ist. 

Se Peers Beschreiben wir beispielsweise mit dem konstanten Radius o 
ja verschiedenen Ebenen y = const Kreise, so sind die Bogen- 
_  längen dieser Kreise vom Pol $ = 0 an gerechnet bis zu einem 


der Kugel, Breitenkreise. 
4 Daraus folgt schlieBlich: 
Das räumliche Koordinatensystem der 0,8, y im Raume 
=T, ist orthogonal. 
Denn o steht nach der Definition der Kugel auf allen Rich- 
_ tungen in der Kugeloberfläche senkrecht, also auch auf den 
Kreisen = const und y=const. Nach dem vorigen Satz 
stehen aber auch die Kurven $ = const als geodätische Kreise 
auf den Meridianen y = const senkrecht. 
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sich daher nach der Formel: 
(28) ds? = do? + + (1 + k-q?) 
wo die beiden Größen h und k Funktionen von o und ß, un- a 
abhängig von y, sind. Seip 


Die Berechnung eines Streckenelements. 

11. Es ist schon hervorgehoben worden, daß das Koordi- — 
natensystem, mit dem wir bisher gerechnet haben, kein Kugel- _ = 
zylinder-Koordinatensystem im strengen Sinn des Wortes ist. 
Die zeitartigen Trajektorien (eo, 8, y) = const sind Schrauben- © 


linien auf den Zylindern 9 = const, ganz wie in dem auf §.503 _ a 


beschriebenen Koordinatensystem (r, 7’, x’, t) in der minkowski- 
schen Geometrie. Wir werden deswegen im folgenden das 
bisher benutzte Koordinatensystem stets mit 9, ß’,y’,r be- 
zeichnen, in allen bisher entwickelten Formeln denken wir 
uns anstatt y eingesetzt ß’,y’. 

Um zu einem Koordinatensystem zu kommen, in welchem 
die zeitartigen Trajektorien die Räume 7 = const senkrecht 
durchsetzen, gehen wir von der Tatsache aus, daß der Raum 
t= const ein ebener Raum ist, welcher in der Näherung, mit 
der wir rechnen, gegen den Raum t = const gerade um den 
Winkel geneigt ist, der sich nach der gewöhnlichen Relativitäts- 
theorie bei einer Bewegung des Elektrons mit konstanter Ge- 
schwindigkeit, in der Richtung der z-Achse ergibt. In diesem 
Raume dreht sich die Polarachse des sphärischen Koordinaten- 
systems ß’,y’ in der Ebene y’ = 2/2 und zwar so, daß sie während 
der kleinen Zeit dr den Winkel 4 ‘ag = gi’ natürlich gemessen, 


beschreibt. Da nach dem Prinzip der Relativität der Gravi- 
tationswirkungen in der näheren Umgebung der Achse A bei 
natürlichen Maßangaben die minkowskische Geometrie gilt, 
so erfüllt ein sphärisches Koordinatensystem, dessen Winkel 
wie mit 6 und & bezeichnen wollen, und das durch die folgenden 
Gleichungen definiert sei: 
cos ß’ = sin 6-cos (d, — ®), 

sin #’-sin y’ = sin sin (®, — ®), 
(29) 1 sin f’-cos yp’ = cos 6, 


Das Linienelement in einem Raume r = const berechnet = G3 
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jedenfalls in der nächsten Umgebung der Achse A die Be- 
dingung, daß die zeitartigen Trajektorien (e, 0, ®) = const 
die Räumer = const überall senkrecht durchsetzen. Das heißt: 
Wenn wir mit ds,,ds,, ds,, ds, die Projektionen einer kleinen 
Strecke ds auf die vier Koordinatenrichtungen des (r, 7, x, t)- 
Systems bezeichnen, alle natürlich gemessen, so ist in der 
ähe der Achse A: 


N 


Q 


08 


Zur Berechnung der Ableitungen nach den 0,0,® haben wir 
die Gleichungen (28), (24), (25) zu nehmen, nachdem mit Hilfe 
von (29) in ihnen die f’, y’ durch 6, & ersetzt sind. Zur Be- 
rechnung der Ableitungen nach r benutzen wir die Gleichungen 
(9), indem wir beachten, daß zu den in ihnen angegebenen 
Werten für die ds/dr infolge der Koordinatentransformation 
noch die folgenden Größen hinzutreten: 
Os Of 


Man sieht ohne weiteres, daß die linken Seiten der Ortho- 
_ gonalitätsbedingungen sämtlich von der Ordnung q sehr klein 
Die Glieder von der ersten Ordnung bekommt man, 
wenn man in den Ausdrücken (23), (24) die Glieder mit q? 
 wegläßt, sie müssen Null ergeben, weil beim Fehlen aller Glieder 


sind. 


nun die Glieder mit q? hinzu, so bekommt man allerdings nur 
in der nächsten Nähe der Achse A Null, aber auch in größeren 
Entfernungen kommt, weil der ganze Ausdruck mit q multi- 
pliziert ist, nur eine Größe von der Ordnung g® heraus. In der 
_ Näherung, mit der wir rechnen, sind also in dem (0,6, ®, r)- 
_ Koordinatensystem die Orthogonalitätsbedingungen für die 


ala a 


dos, O% 
do dr + 
0% 
Os, 


Ot 


GER 0 83 


ay 


geitartigen Trajektorien überall erfüllt. 


Dafür nehmen. wir aber zwei Unbequemlichkeiten in den 
Kauf: Erstens sind die Maßfaktoren, die in dem Ausdruck für 
das Linienelement ds auftreten, nicht mehr unabhängig von t 
und zweitens bilden die Kurven # = const und @ = const auf 
der Kugel 9 =const, 7 = const kein orthogonales Kurven- 
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netz. Wir bekommen demnach zur Berechnung von ds einen 
Ausdruck von folgender Form: 


ds? = do? + (1 +x-%)-d6® + 0%-sin®0-(1 + A-q2)-do? 
+ 2 0?-sin 0-w-q?-d6-d@ — (1 + 


wo x,A,u,o Funktionen von 0,0, (®, —®) sind, die im allge- 
meinen keine sehr großen Werte annehmen. Die Zeit r kommt 


®,=g'r/a-Yl1 —8q?. Daraus ist zu sehen, daß die Ableitungen 
der Maßfaktoren nach r von der Ordnung q? sind. - 
Inuerhalb der von uns zugelassenen Fehlergrenzen können 
wir bei kleinen Änderungen von r die Maßfaktoren auch in 
dem Koordinatensystem o, 6, ®, t als unabhängig vont ansehen. — 
Der zweite Fehler ist dagegen sehr unbequem für 7 
Rechnungen. In dem Polarkoordinatensystem 0,0, sind io 
die Meridianflächen Ebenen, die Kurven kon- 


zu einem bequemeren System sphärischer Koordinaten über, = 

die wir durch die Buchstaben ß, bezeichnen wollen und die 

folgendermaßen definiert sind: 

cos = sin (dy — ©) 


sin B- sin y = = sin 0-sin (Dp 


= 
(80; = sin B-cos = cos 6, foals 


Die Gleichungen (30) unterscheiden sich von (29) ı nur 
dadurch, daß in ihnen statt der Variablen rt der konstante 
Wert 1, eingesetzt ist. Das System (0, ß,y,r) verhält sich 
zu dem in den vorigen Abschnitten ausschließlich gebrauchten 
System (o, ß’, y’,r) genau so wie in dem minkowskischen Fall 
das System (r,n,x,t) zu dem System (r,»',x’,t), von dem 
auf §. 508 die Rede war. 

Da eine Trajektorie (0, 8, y) = const stets mit einer nach 
(30) leicht zu berechnenden Trajektorie (0,6, ®) = const zu- 
sammenfällt, so gelten für das Koordinatensystem (o, ß, y,r) 
die beiden für das System (0,0, ®,r) bewiesenen Sätze: Inner- 
halb der Fehlergrenzen, mit denen wir rechnen, durchqueren 
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seine zeitartigen Trajektorien die Räume r = const überall 
senkrecht und sind die Maßfaktoren im Ausdruck für ds? 
von r unabhängig. 
Im Raume t = 7, fällt das System der Winkelkoordinatenß,y 
mit dem in den früheren Abschnitten genau untersuchten 
System ß’, y’ zusammen. Es ändert sich jedoch langsam 
und die Polarachse geht für große Werte r schließlich in ganz 
andere Richtungen über, dann gelten all die einfachen Gesetze, 
die wir für die Winkelkoordinaten f’, y’ gefunden haben, nicht 
mehr. Wir werden uns deswegen nur auf solche Werte von r 
beschränken, die unendlich nahe an r, liegen. 

Das von uns gewählte Koordinatensystem (o, B, y,t) ist in 
ws der nächsten Umgebung von t =t, orthogonal und die Mafß- 
so a faktoren ändern sich mitt innerhalb der Fehlergrenzen, mit denen 
wir rechnen, nicht merkbar. 

Wir bekommen also für die Umgebung von t =r;: 
= + (1 + (1 + keg?) g?-sin® Bod 
ae wo h, k, p Funktionen von den Größen o, ß, aber unabhängig 
von y und r sind. 
af Um ur Ausdrücke zu finden, gehen wir aus von (1): 


ds? = See: 


+ sin?n dy? — ——* 


usf. =o? 9" 


Die partiellen Ableitungen nach o sind durch die Gleichungen (5) 
gegeben, zur Berechnung der Ableitungen nach # und y hat 
man die Ausdrücke (23), (24), (25), wobei aber zu beachten 
ist, daß in ihnen die Buchstaben 8 und y durch f’ und y’ zu 
_ ersetzen sind, welche Funktionen von ß,y,r bedeuten. Aus 
(9) und (30) findet man durch eine ganz einfache Rechnung: 
cos ß’ = cos B-cos (©; — ®,) — sin f-sin y-sin (©, — 
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Daraus ergibt sich: 


(cos = cos 


iy 


a Vi-3q a V1-3q@ 
Um die Ableitungen nach f und y zu gewinnen, kann man 4: 
also in den Formeln (23), (24), (25) die 8’ und yw’ wieder durch 
ß und y ersetzen und einfach nach diesen Größen differenzieren. 
Man bekommt den Faktor von d ß? am einfachsten, indem 
man folgendermaßen rechnet: 
2 ot\? 
(5) 


wo man im dritten Summanden r = Vo? +2a-o-cos B + a? 
setzen kann. Der Faktor von dy? ergibt sich am einfachsten 


folgendermaßen: 


| dw (2%) 


Um den Faktor von dr? zu berechnen, muß man die Aus- 
drücke (9) noch durch die aus der Differentation von ß’ und y’ 
hervorgehenden Größen ergänzen. Da wir mit Gliedern von 
der Ordnung gq? nicht mehr zu rechnen brauchen, können wir 
dabei die ersten Näherungen benutzen: 


r=YVo’+2aocosß +a’, = 


Man bekommt dann: 
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Nach Ergänzung der Ausdrücke (9) erhält man: 


ar q 9 inß-si 
siny =—g sinf-sinw, 
sin q° — 
dt q q dt 
cos 


Führt man alle’ Rechnungen durch, so bekommt man 


 sehließlich: 


ds? = + B® + sin? B-dy? — 
Paiste a+(1+c0sß) 
r+o+a-cosé 
=1+2g (1 
r=) + 2aocosf +a’. 


Die Maßfaktoren der nicht-minkowskischen Geometrie in 
dem durch natürliche Messungen definierten Kugelzylinder- 
koordinatensystem sind durch (34) dargestellt. In der nächsten Um- 
geh des Elektrons (o/a = unendlich klein) werden die sämt- 
lichen Maßfaktoren gleich 1, hier wird die Geometrie bei natür- 
lichen Maßangaben minkowskisch. 
% =; ae In großen Entfernungen vom Elektron (o/a = unendl. groß, 
— ergibt sich für 741, ein endlicherGrenzwert, dagegen 
= enthält y,, em Glied, welches von der Ordnung o/a über alle Grenz 
 hinausstrebt. 
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12. Um die Untersuchung auch auf die unendlich ent- 
fernten Gebiete ausdehnen zu können, müssen wir auf ein 
Koordinatensystem mit vernunftgemäßen Maßangaben zurück- 
transformieren können. Ich gehe zunächst auf ein kartesischs 
Koordinatensystem, dessen Zeitachse die Weltlinie des Gravi- __ 
tationszentrums ist, dessen x-Achse zur Ebene der Elektronen- ae 
bahn senkrecht steht und dessen z-Achse die Richtung der 
Bewegung des Elektrons hat, in dem Augenblick, wo es O passiert. 
Aus Fig.2 sieht man, daß: z=r-sinn-cosy, y=r-cosn, 
z=—r-sinysiny. Um die gesuchten Transformations- 
formeln zu gewinnen, müssen wir zu den Ausdrücken (23), 
(24) noch die Glieder hinzufügen, welche die Abhängigkeit Bi. 
von r darstellen. Wir gewinnen diese Glieder aus (33), und eine Be 
leichte Rechnung ergibt innerhalb der Fehlergrenzen, mit 
denen wir immer rechnen: 


~9, Ot =0, Or OT Vi-@ 
Nun ergeben die Formeln (28), (24), (25): ia av he : a 
poe = 0 . sin 8 cos - + Pp: q’), = 
= 
(35) z 
(140. $-sind- sing 
- 
wo: 


r — (a+ cos) , a 
inf = sing + (1+ 


(36 a) r —(a+o- cos 
cosf = cosf — q’- sin 
y=y, 


Anschaulich un sich der oe in den Formeln 
für 6 deuten: 
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> ie FÜR sein Wert wird für „=n unendlich groß. Der Korrektions- 
faktor p in (85) ist: 
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Fig. 3. 


Wir wollen nun zu einem Koordinatensystem (2’, y’, 2’, t’) 
DA Fa übergehen, welches sich mit dem Elektron bewegt und welches 
folgendermaßen definiert sein soll (Fig. 3): 


= = — m 

(87a) y= sin ‚Z=—-y mo +3 0087» 
ce in, != yJ-ın7 +z cos 


Für sehr kleine Werte t (t/a von der Größenordnung q oder 
noch kleiner) gehen die Formeln (37a) bei Vernachlässigung 
aller Glieder, die von höherer Ordnung als q? sehr klein sind, 
in die Formeln einer Lorentz-Transformation über, und das 
| Koordinatensystem der (2’, y’, 2’, t) wird jetzt, was es sonst 
im allgemeinen nicht ist, ein orthogonales kartesisches Koordi- 

natensystem : ; 
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In einem sehr Zeitintervall in der Nähe von t= 


y’ =0-cosP, 
(1 + p-q?), 


r+a+e-cosp 


Die Formeln (38) ergeben sich aus (35) durch Anwendung 
der Lorentz-Transformation (37b). 

Durch (38) ist die Geometrie des Raumzeit-Kontinuums 
in unserem Kugelzylinder- Koordinatensystem auf das ein- 
fachste dargestellt. Die Formeln (36) sind das Gegenstück 
der auf $.500 berechneten Formel für o und r, wenn man 
von dem Koordinatenanfang C nach O übergeht. Die Formeln 
sind für den ganzen Raum gültig, so gut für große wie für 
kleine g. Nur in der allernächsten Nachbarschaft des Gravi- 
tationszentrums versagen sie, denn für r=a=2a:g? hat 
unsere Geometrie eine mathematische Singularität. Auch 
in einem äußerst dünnen, fadenförmigen Kegel hinter dem 
Gravitationszentrum 7 = 2 — e, wo e von der Größenordnung q? 
ist und kleiner, werden die Formeln (36) unbrauchbar. Das 
muß so sein, weil die Radienvektoren, die von O in dieses Gebiet 
führen, durch das singulare Gebiet um r = 0 herum hindurch- 
gehen müssen. Infolgedessen ist es unmöglich, die Konstruk- 
tion der ‚natürlichen‘ Meridiankreise durch dieses Gebiet 
hindurch fortzusetzen. Da die Geometrie selber nur fiir r= a 
singulär wird, so ließe sich der kleine Schönheitsfehler der 
Formeln für n=nr—s durch umständlichere Rechnungen 
und Definitionen jedenfalls ohne prinzipielle Schwierigkeiten 
beseitigen. Indessen lohnt es der Mühe nicht, weil der Faden, 
den wir beim Gebrauch von (36) auslassen müssen, nur äußerst 
dünn ist. 

Die durch (88) dargestellte Geometrie des nicht-minkowski- 
schen Kontinuums wird außerordentlich einfach in den sehr 
entfernten Gebieten, wo a/r sehr klein wird, und wo man des- 
wegen aus den kleinen Korrektionsgliedern die Größen von 
der Ordnung a/r weglassen kann. Hier verschwindet sowohl 
der Faktor p als auch das Korrektionsglied in der Formel 
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für t’ und die durch die in (36) definierten Koordinaten 9, 3, »,? 
dargestellte Geometrie ist dann einfach die minkowskische 
Geometrie. 

Nun geht aber weiter aus (36) hervor, daß für 8 = const, | ergi 
a = const d@ = do-(1 — q?-a/r) wird. Mit anderen Worten: 
a Innerhalb der Fehlergrenzen, mit denen wir rechnen, ist in | _ 
* großen Entfernungen vom Elektron d@ =do die natürlich | Ein 
gemessene Länge einer Strecke in der Richtung des Radius- § Zeit 


vektors. wir’ 
2 Weiter ergibt sich aus A für 0 = const: wir 
artı 


+3. 
2 
Beachten wir das: 
z 
En. 2% so ergibt ein Vergleich von (36) mit (34), daß für kleine a/r , 
innerhalb der Fehlergrenzen, mit denen wir rechnen: 
en Schlagen wir einen Meridiankreis y = const mit sehr Di 


A großem Radius o = const, so ist demnach sein Umfang 2-9, Ke 
und wenn wir auf diesem Kreise eine Winkelteilung anbringen | p,, 
gemäß der Festsetzung, daß gleichen Bogenlängen gleiche 
_ Winkel entsprechen, so ergibt sich für den Breitenwinkel irgend- 
eines Punktes auf dem Kreise die Größe 8. Wir sehen hieraus, 
daß die Winkelteilung auf Kreisen mit kleinen Radien, welche 
uns ß lieferte, mit der Winkelteilung der Kreise mit großen 
 Radien nicht übereinstimmt. Die natürliche Teilung auf 
sehr großen Meridiankreisen wird durch die Größe B dargestellt 
und @-d ist die natürlich gemessene Länge eines Bogen- | (3 
elements. 
aU Die Einteilung der großen Kugelflächen in Meridianwinkel 
n ist mit der Meridianteilung der kleinen Kugelflächen in Über- 


BR einstimmung, y =¥W ist der Breitenwinkel, sowohl auf kleinen, 
eee wie auf großen Kugelflichen. Für das Streckenelement gibt 
ens ein Vergleich von (36) mit (34) bei kleinen Werten von a/r: 
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Die natürliche Länge des Bogenelementes auf einem Breiten- r = 
kreis einer Kugel mit sehr großem Radius ist: 0 - sin 8 - dw : 

Für die natürlich gemessene Strecke in zeitartiger Richtung 
ergibt sich nach (1) die Größe 


(r —a) =Y1—2-q@-a/r-dt. 


Ein Vergleich mit (38) zeigt, daß die natürlich gemessene — 
Zeitstrecke bei großem r durch 7, nicht durch r, angegeben 
wird. Das zeigt uns, daß auf den Zylindern o = const, wenn Zi 
wir Querschnitte t = const hindurchlegen, die Stiicke der zeit- IE 
artigen Leitlinien zwischen zwei Schnitten r=r, und t=t, 
verschieden lang sind, wenn man sie natürlich mißt. eae 
Die mit (0 B, ®) bezeichneten Größen geben in grofen 
Entfernungen vom Elektron (o/a groß) die natürlich gemessenen aa 
Polarkoordinaten und die natiirlich gemessenen Zeiten an. Die 
Geometrie in den Gebieten, wo o/a groß ist, wird minkowskisch, = 
wenn man ihr die natürlichen Maßangaben zugrunde legt. 


Die Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes. 
13. Die Komponenten des elektromagnetischen Vierer- 
potentials seien, natürlich gemessen, @,, 9 93 94. Die Koordi- | 
naten 0, ß, y,t seien vorübergehend mit &, &, 5, &, bezeichnet. 
Die Maßfaktoren, des durch sie definierten krummlinigen 
Koordinatensystems setzen wir: 


Ven» Pos = 0° + V Pas = V7 44> | 
also nach (34): 
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(39) a+g+cosß 


a r+o+a-cosB 
TEN 


Die Komponenten %,, des Feldes gewinnt man aus dem Vierer- 
potential durch die Operation der vierdimensionalen Rotation, 
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welche darin besteht, daß man das Linienintegral des Vierer- 
vektors um den Umfang eines kleinen Flächenelements bildet: 


Das magnetische Feld wird durch dargestellt, das 
elektrische durch i-%,4, Qos, Wir nennen weiter die 
Komponenten des Viererstromes @,, 03, G4. Man gewinnt 
sie aus den %,, durch die Operation der Viererdivergens, 


welche darin besteht, daß man das Oberflächenintegral des 


a 4 Sechservektors über die Begrenzung eines kleinen dreidimen- 


__ sionalen Volumenelementes bildet. Man bekommt so: 
1 ö 

(Pre? Put Oni) + IH (Pir? Pan‘ 
a 

+ IH (Pan* Pax’ Bri)» 
ss wo 4, h, k,l die Indizes 1, 2, 3, 4, entweder in dieser Reihen- 


R 5 Ro. folge oder nach einer geraden Zahl von Vertauschi ngen bedeuten. 


In dem Koordinatensystem (o, ß, y,%,t) sind nun die 
drei ersten Komponenten des Viererstromes gleich Null, weil 
= in diesem Koordinatensystem das Elektron ruht, und es ist 
MEN a 6, =i:'o, wenn wir mit o die räumliche Dichte der elektrischen 
Ladung bezeichnen. Ferner sind alle in den Gleichungen 
_ vorkommenden Größen p;; von t unabhängig und wir wollen 
x in Analogie zu dem entsprechenden Problem der Elektro- 
_ statik auch die 9, und die %,, als von r unabhängig annehmen. 
Dann ergibt sich, genau wie bei dem entsprechenden Problem 
der Elektrostatik: 9, =9%=9=0. Wir setzen 9, =i'g, 
wo 9 das skalare Potential des elektrischen Feldes in unserem 
 nicht-minkowskischen Kontinuum ist. Setzen wir die Differen- 
tialausdrücke für Faq in die vierte Komponente der 
_  Viererdivergenz ein, und setzen wir in dem leeren Raum in 
der Umgebung des Elektrons «6 =0, so bekommen wir für 9 
die folgende Differentialgleichung: 


OF, \ Pir Pas O8, \ Pas Pas . 
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Die Lösung des Problems in der näheren und ferneren 

Umgebung. 
14. Wir wollen die Gleichung (40) zuerst für die Umgebung 
des Elektrons lösen, die sich nur soweit erstreckt, daß auch 
das Glied q*-o-cos B/a in ?,, immer noch sehr klein ist. Dann 
können wir die linke Seite von (40) nach q? in eine schnell 
pen Reihe entwickeln, die wir schon nach dem 
Glied mit q? abbrechen, so daß sie aus zwei Summanden besteht. 
Diese beiden Summanden setzen wir einzeln gleich Null. Wir 
führen folgende ein: 


(42) 


Dann lauten die beiden in welche zerfällt, 
wenn man (89), (41), (42) einführt und nach q? entwickelt: 


a a 


fo a, (220088 et+a-cosp \, 


r+ot+a- 
a+(1+ c08ß) 


0» __Qreosß 8 fy 
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Elektrostatik ; 

(45) err 
wo e, eine Größe bedeutet, die von der Ladung e des Elektrons a ess 
nur um Größen von der Ordnung q? verschieden ist. Setzen — 
wir (45) in die Gleichung 4) ein, so PEN wir ir die argon 
tialgleichung für f,: 
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é (02-24) + 1 (sin of) + 


[77 de) sing 08 sin?B Oy? 
e, ([g-cosß 2 2. cos ß} 


Durch Einsetzen läßt sich nachweisen, daß der folgende 
Ausdruck die Lösung der Gleichung (46) darstellt: 
e, ‚[g-cosß _9,% 
wo u eine Größe ist, welche die Laplacesche Differential- 
gleichung befriedigt: 
Das erste Glied in dem Ausdruck für f, hat genau dieselben 
 Singularitäten wie die rechte Seite von (46). Der Punkt r=0 
> 2 ist nämlich ein singulärer Punkt und für das fadenförmige 
Gebiet, welches auf §. 527 erwähnt worden ist, werden die 
Koordinaten o, ß,y unbrauchbar. Im Punkte 9 =0 wird 
FR das erste Glied von f, Null. 
the Die Funktion u ist so zu bestimmen, daß sie nur nr = 0 


=0 
Nach (89), (41), (42), (45), (47) ergibt sich schließlich 
für das skalare Potential p der Ausdruck: 


Hier sind die beiden unbestimmten Größen u und e, noch zu 
ermitteln. 
GEL 15. Um die Funktion u zu gewinnen, wollen wir das elek- 
trische Feld zuerst einmal in der Nähe des Punktes r =0 
15 untersuchen. Wir müssen zu dem Zweck den Ausdruck (49) 
Bi BR auf vernunftgemäße Koordinaten umtransformieren, um nicht 
durch die mathematische Singularität der nicht-minkowski- 
Er schen Geometrie gestört zu werden. Wir berechnen also das 
Potential in dem Koordinatensystem der 2’, y’, 2’, t’ und 
zwar nur für die Zeitpunkte, die unendlich nahe bei t=0 
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liegen. Wir verwenden zur Transformation also die Formeln — 
(87b) und (38). Da die ¢’-Achse in dem betrachteten Moment — 
mit der t-Achse des bisher verwendeten Koordinatensystems 
gleichgerichtet ist, so hat das Viererpotential auch in dem 

neuen Koordinatensystem nur eine zeitartige Komponente, 
die wir y’ nennen wollen. Während die Projektion des Vierer- 
vektors auf die Zeitachse im natürlichen Maß bedeutet, ist oy’ 
die sog. „kovariante‘“‘ Komponente des Vierervektors, d. h. g’ 
ist gleich der Projektion @ dividiert durch die Maßzahl der 


zeitlichen Strecken Yr/r—a= (1 + q?-a/r). Wir haben also 


Bei der Ersetzung der natürlich gemessenen Längen nd 
Winkel in g’ durch die vernunftgemäßen Größen, beachten 
wir, daß diese sich von jenen nur um Größen von der Ordnung ? 

unterscheiden. Wir brauchen demnach nur das von gq? freie | 
Glied zu korrigieren, und da dieses nur die Variable o enthält, 
so brauchen wir nur die vernunftgemäße Länge des Radius- 
vektors auszurechnen, die wir o’ nennen wollen. Nach (88) 
und (36) haben wir: 


. > + 
alk 


wo: 
p: sin? = 
Wir haben also einzusetzen: 


und bekommen aus (49) und (50): 


a+(r + a)» sin?ß gr r 
re(r+a+o-cosf) r 


=. cos . 


(2) 


Rechnen wir den Wert von g’ in der Nähe von r = 0 aus, 
indem wir setzen: 0 = a, cos B = — 1, so il sich: 


(P’)r sehr klein = = 
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Daraus folgt, weil im Punkte r=0 . elektrische 


wo u, eine Funktion ist, die in r=0 eine Singularität haben 
darf, da die Differentialgleichung des elektrischen Potentials fiir 
r =0 divergent wird, jedoch nur von der Art eines Dipol 
oder Quadrupols, die keine freien Ladungen haben. 

Wir setzen den Wert von wu zunächst in das Potential g 
im natürlichen Maß (49) ein und bekommen: 


Um u, zu bestimmen, rechnen wir das elektrische Feld 
in der unmittelbaren Nachbarschaft des Elektrons aus. Wir 
entwickeln die rechte Seite von g nach Potenzen von o/a und 
hören bei dem Glied von der Ordnung o?/a? auf. 


sehr klein = [1 (£ on .+008ß — 
eine ähnliche Näherungsrechnung für p,, [nach (39)] ergibt: 


2 
(Pide sehr klein = 1 + 7° 4, (} 3 cos? 
und man bekommt nun für die Feldstärke e die beiden Kom- 
ponenten: 


e — 1 9) 1 (Pas * ) 
Pus ß Par * Dur 08 
in der Nachbarschaft des Elektrons: 


e,= =>” cos — § - cos? 4) — q?- 


(1 4+ 2+ cos )+sing —q?- 1.9% . 


In diesen Formeln sind die beiden Glieder 
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sehr auffallend. Denn während die anderen Summanden 
ein Feld ergeben, welches zentrisch symmetrisch ist, liefern = Re 
diese beiden ein konstantes Feld von der Größe q?-e,/42 a? 

in der Richtung der Achse CO. Da diese Achse sich in dm 
(o, y,t)-Koordinatensystem mit der Winkelgeschwindigkeit 
g/a dreht, so befindet sich das Elektron in einem konstanten == 
Drehfeld. Es muß nach und nach in eine Bewegung relativ 
zu einem Punkt kommen, dessen Weltlinie eine geodätische 
Linie ist, und wir haben es also nicht mehr mit dem Problem 
zu tun, wo das Elektron im Einsteinschen Coupé ruht, um- 


EN 
geben nur von seinem eigenen zentrisch symmetrischen Feld. Be ; 
Um dieses eigentiimliche Ergebnis zu verstehen, miissen wir 
bedenken, daß man die Existenz eines von 1 verschiedenen eet 
Gravitationspotentials im Äther auch so auffassen kann, als — 
ob der Äther eine von 1 verschiedene Dielektrizität und Permea- 

bilität angenommen habe. Allerdings ist sein Verhalten ziemlich _ 
kompliziert, da er sich entsprechend der Tensornatur des Gravi- _ 
tationspotentials dielektrisch und magnetisch anisotrop verhält. a 
Aber immer läßt sich der Einfluß der Inkonstanz seiner Di- IE, FR 
elektrizität auf die elektrischen Felder genau wie in irgend- Er 
einem anderen Dielektrikum mit Hilfe von freien Ladungen 
beschreiben, die in ihm influenziert werden. In unserem Falle 
ist der Äther als Kugel mit dem Zentrum C aufzufassen, in 
welcher die Dielektrizität in einer konzentrischen Schale überall 
denselben Wert hat, sich aber von Schale zu Schale ändert. 
Das Elektron influenziert in dem Dielektrikum von dieser 
schaligen Struktur freie Ladungen. Das Feld, das die freien 
Ladungen hervorrufen, ist symmetrisch zur CO-Achse und 
dreht sich mit ihr um C, an dem Ort des Elektrons hat es also 
gerade die Richtung CO. Wenn wir vorübergehend u, = 0 
setzen, so hat g im Punkte C keine Singularität. Das heißt 
nichts anderes, als daß das von uns gefundene Drehfeld von 
der Stärke q?-e,/42 a? durch die in dem leeren Raum um das 
Gravitationszentrum herum influenzierten Ladungen allein 
hervorgerufen wird. Die materielle Kugel, welche das Gravi- 
tationsfeld verursacht, haben wir in unserer Rechnung vorüber- 
gehend mit der Singularität in C zugleich gewissermaßen aus 
dem Raum herausgestochen. Nehmen wir die Kugel nun dazu, 
80 müssen wir die in ihr influenzierten Ladungen in bekannter 


Weise durch einen eiskisischen 7 in C, der sich mit dem 
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Elektron zugleich dreht, in Rechnung setzen. Wenn wir speziell 
das Feld eines im Einsteinschen Coupé ruhenden Elektrons 
berechnen wollen, so müssen wir allerdings diesem Dipol eine 
ganz bestimmte Größe vorschreiben. Denn in disem Falle 
muß das zu CO parallele Drehfeld ganz wegfallen. Dazu muß 
man den Dipol im Gravitationszentrum als so groß annehmen, 
daß sein Feld das Feld der im Raume influenzierten Ladungen 
as gerade aufhebt. Wir setzen demgemäß das elektrische Moment 
A des Dipols gleich — q?-e,-a/2, also sein Potential im Punkte 
r,n, % oder A B, y: 


: &§ kleine Werte von re sind die beiden Komponenten seines 


Das Feld des Dipols hebt also das Drehfeld q? - ¢,/4 7 a? gerade 
auf. Wir setzen demnach: 


und bekommen für das Potential im natürlichen Maß: 


4n@ a a+ (1 + cos) | 
— 1. 


Um endlich noch e, zu bestimmen, rechnen wir das Feld 


() sehr groß . (1 2. cos 3), 


Unter der Annahme, daß g?-o/a immer noch sehr keg 
ist, bekommen wir: 
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Und das Oberflächenintegral von e über eine Kugel 
sehr großen Radius o liefert mit Rücksicht auf den auf 8. 529 
bewiesenen Satz: 

Au 

Da nun aber dieses Oberflächenintegral die Ladung des Elek- 
trons e darstellt, so haben wir, bis auf ER, von er 
Ordnung als q? genau: : 
(54) 


In dem durch natürliche Messungen PR Kugel- 
zylinder-Koordinatensystem, dessen Achse die Weltlinie des 
um das Gravitationszentrum umlaufenden Elektrons ist, läßt 
sich das elektrische Feld aus einem elektrostatischen Potential » 
berechnen: 


55 = +? (3 In a - (1+cos ß) -1)| 

Zur Berechnung des elektrischen Feldes in dem nicht-min- & Be 


kowskischen Kontinuum dienen die Formeln: 


a 


In der unmittelbaren Nähe des Elektrons gilt, wenn man % | 
die Glieder von höherer Ordnung als o?/a® streicht: Ei 
57 — 3- cos’), 


Die Abweichung von dem Wert in der minkowskischen 
Geometrie, die sich in den Gliedern mit q? bemerkbar macht 
Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 
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wird also, wenn man sie mit dem Werte e, vergleicht, von 
_ der Ordnung q?-o?/a? unendlich klein. Das Feld ist um das 
Elektron herum zentrisch symmetrisch. 

16. Wir wollen die gefundene Lösung nun in ein vernunft- 
gemäßes Koordinatensystem umrechnen. Wir gehen aus von 
lem Wert des skalaren Potentials @ in dem (z’, y’, 2’, t’)- 
Koordinatensystem, den wir auf §. 533 in Formel (52) dar- 
gestellt haben. Setzen wir hier den Wert für u nach (53) ein, 
so bekommen wir: 


ung a r 
e 1 (a-(a + cos 
+0 (1-5 r? )- 


vn Dies ist der Wert des elektrischen Potentials für Zeiten, die 
von t = 0 nur sehr wenig verschieden sind, in dem (2’, y’, z’, t')- 
ss Koordinatensystem. Dieses System ist nicht kartesisch und 

as man kann mit ihm nicht ohne weiteres rechnen. -Um Formeln 


er. nr zu gewinnen, die man unmittelbar zum Rechnen brauchen 

a en kann, transformieren wir auf die durch (35) definierten karte- 


 sischen (z, y,2,t)-Koordinaten. Wie wir auf §. 526 gesehen 
4 ae haben, können wir dazu in der Nähe des Moments t = 0 die 
Lorentztransformation (37b) benutzen. 


p =: Die Komponenten des Viererpotentials in dem (x, y, 2, t)- 

Koordinatensystem mögen f,, f,, f genannt werden. 


Dann ist im Moment t = 0: 


ir 
™ 
I 


Vi-¢@ 
Da der Anfangspunkt der Zeit willkürlich ist und das Feld in 
bezug auf die durch (37a) definierten (%, z)-Koordinaten, welche 
zur Zeit to mit den (y, z)-Koordinaten identisch sind, in 
jedem Augenblick genau dasselbe ist, so gelten die eben hin- 
geschriebenen Formeln für das Viererpotential in dem (z, 7, 2, t)- 
Koordinatensystem zu allen Zeiten. Transformieren wir von 
diesem System in das (z, y, 2, t)-System um, so bekommen wir: 
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as elektr. Feld ein. schweren, elektr. gelad. Kügelchens usw. 
In dem kartesischen Koordinatensystem, dessen Zeitachse = 
die Weltlinie des Gravitationszentrums, dessen x- Achse die Normale | 
zur Bahnebene des Elektrons im Gravitationszentrum, dessen 
y-Achse der Radiusvektor des Elektrons im Moment t = 0 ist, 
und dessen z-Achse in ihrer positiven Richtung die Richtung 
der Bewegung des Elektrons im Moment t=0 angibt, wird das 
elektromagnetische Viererpotential innerhalb der Fehlergrenzen = Yan 
mit denen wir hier rechnen, durch folgende Formeln dargestellt Er 


r—a 

(58) +9 (1-3 r? ), 

qt 

Hier ist: 


e die Ladung des Elektrons, 
a der Radius seiner Kreisbahn, 


q seine Geschwindigkeit, 

ferner: 


+22, 


x2 
wo 
q:t q:t 
(60) 


Es wäre eine verlockende Anlasbe, mit Hilfe der Formeln 

, (59), (60) das elektrische Feld in der Nähe des elektrisch 
geladenen Kügelchens genauer zu untersuchen, und man würde 
dabei vielleicht manche für das tiefere Verständnis der Einstein- 
schen Theorie wichtigen Einzelheiten bemerken können. Wenn 
man das Gravitationspotential, wie wir es auf §. 535 getan 
haben, als eine Größe auffaßt, welche eine Änderung der Dielek- 
trizität und der Permeabilität im reinen Äther anzeigt, so 
stellen unsere Formeln dar, wie sich das elektrische Feld eines 
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. gelagenen Kügelchens in dem inhomogenen Dielektrikum 
verhält, welches der Äther im Gravitationsfeld ist. Insbesondere 
kann man die im Äther influenzierten freien Ladungen berechnen, 

ihre räumliche Dichte beträgt dive. Ich will hierauf aber 

im einzelnen nicht eingehen. Nur soviel sei bemerkt, daß 

die freie Ladung des Elektrons, die man bekommt, wenn man 

das Oberflächenintegral von e, über eine das Elektron in 
allernächster Nähe umschließende Kugelfläche bildet, nicht 
gleich e, sondern gleich e-(1 — $-q?) ist. Die Vergrößerung 
der Dielektrizitätskonstante, welche durch das Gravitations- 
potential beschrieben wird, bringt also eine Verkleinerung 
der „freien Ladung‘ des Elektrons mit sich, ganz so, wie es 
in irgendeinem anderen Dielektrikum, dessen Dielektrizitäts- 
konstante größer als 1 ist, auch der Fall wire. Aus diesem 

Grunde habe ich auf 8. 537, um die wahre Ladung des Elektrons 
zu finden, das Oberflächenintegral der elektrischen Feldstärke 
über eine Kugelfläche von sehr großem Radius gebildet, die 
in einem Gebiet liegt, wo die Dielektrizitätskonstante schon 

wieder den Wert 1 hat. 


IR Das Feld in großer Entfernung vom Elektron. 


17. In großen Entfernungen vereinfachen sich die Formeln 
ganz außerordentlich. Wir streichen hier in den Korrektions- 
gliedern mit dem Faktor q? alle Größen von der Ordnung a/r 
an. Man bekommt dann: 


- 3 


woo’ undyin (59) und (60) definiert sind. Man bekommt 
daraus die Feldstärken: 


Ox’ y Oy 0% ot’ 
Oy % da’ ds 


Rechnet man die Komponenten in der Bahnebene nach 7 und 2, 
anstatt nach y und z, so hat man zu setzen: 
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gt 
+ ¢,-sin ee = — - sin COS 


Die Rechnung ergibt: 


e 1 Yy x 
°% 4x (1+ 27 +9 


e y-a [2 x 


: 


% = y- cost! +2-sin; 
In den Formeln (62) sind diejenigen Glieder von beson- 


derem Interesse,‘ welche in o’ von der Ordnung o’-1 sind, 
nämlich: 


NI 


=—y-sin-— +2.C08- 


1 a @’ 1 a q 
und außerdem in der y-Komponente noch: aes 


Durch diese Glieder unterscheidet sich das durch (62) 
dargestellte Feld wesentlich von dem Feld eines gleichförmig 
auf gerader Bahn bewegten Elektrons. Sie rühren von dem 
Glied 2 q?-9-cos B/a in yy, (Formel 34) her, auf welches wir 
schon oben aufmerksam gemacht haben. 


18. Wenn wir die Lösung (62) in die unendlich fernen 
Gebiete fortsetzen wollen, so müssen wir besonders auf die 
Glieder achten, auf die soeben hingewiesen ist. Wir sehen 
von vornherein, daß wir es in den unendlich fernen Gebieten 
nicht mit einem statischen Problem, sondern mit einem Schwing- 
ungsproblem zu tum haben werden. 
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, Da in den Entfernungen, wo man in den Korrektions- 
gliedern die Größe a/r streichen kann, die Geometrie auch bei 
natürlichen Messungen minkowskisch ist, so müssen die Aus- 
drücke (62) notwendigerweise eine Lösung der gewöhnlichen 
_ Maxwellschen Gleichungen darstellen. Wir wollen zeigen, 
daB wir sie bekommen, wenn wir das Feld eines rotierenden 
Elektrons nach der Methode des retardierten Potentials von 
 Lienard und Wiechert berechnen.!) Wir wollen den Vierer- 
 vektor des retardierten Potentials mit f,', ty» fe» f, bezeichnen. 
Dann ist: 


° e 
0, sing, £ =+ cos 


= Rees wo o, die Lösung der folgenden transzendenten Gleichung ist: 


I 


= + (y, — a)? +27, 
Aste 2, — y-sing, +2: COS Py 
q 


dem der 7, z |vgl. (60)] dadurch, daß statt der Winkelgröße q-t/a 

die Größe q(t— o,)/a eingeführt worden ist. Die (y,,2)- 
aan Achsen rotieren, ähnlich wie die (7, 2)-Achsen, mit dem Elektrom 
um das Gravitationszentrum C, aber so, daß y, der Radius- 


6%: An Das Koordinatensystem der y,,z, unterscheidet sich also von 


vektor des Elektrons in demjenigen Moment t—o, ist, in 
welchem eine elektrische Erregung von dem Elektron aus- 
gehen muß, um gerade zur Zeit t in dem betrachteten Punkt 
(a, y, 2) anzukommen. Bezeichnen wir die Entfernung dieses 
Punktes vom Gravitationszentrum, wie schon immer, mit r, 
so ist: 


® 
> 


(65) 9,2 =r? +a?— 2a-y, = r? + a? — 2%a(y-cosp, + sing). 
Wir diskutieren nun die beiden extremen Fälle: 


1. a/r sehr klein: die unendliche Ferne, 
2. a/r groß gegen q: weitere Umgebung des Elektrons, 


1) M. Abraham, Theorie der Elektrizität II. S. 86. Formel (69) 
in der vierten Auflage. B. G. Teubner, Leipzig 920. 
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Im Falle der unendlichen Ferne begnügen wir uns mit — 
einer rohen Näherung, wir setzen: 


0, =P und ‘(1+9-4)- 


4nr 

Ferner wollen wir zu dem schon früher benutzten Polar- 

koordinatensystem der (r,#,q) zurückkehren. Man sieht 

aus Fig. 2 und 3, wenn man den Anfangsmeridian durch die 

y-Achse gehen läßt, daß die Richtungskosinusse der 2, -Richtung | 
in dem (r, 9, y)-Koordinatensystem sind: 


sin sin (p — 9), — cos — Cos (p — 


Setzt man hier gy, = q:(t — r)/a ein, so bekommt man: 


f, -q-sin -sin(y —4¢—7)), 


= 


(66) e q 

er - COS _ Ilt- n) 

Mit Rücksicht darauf, daß r sehr groß ist, berechnet sich 
aus (66) das Feld: Er. 

(67 a) 


(67b) r | ei 
cos + cos Les n) = 


AuBer dem elektrostatischen Feld des Elektrons, das in 
unserer Näherung (o’ = r) gleich e/4 r? ist, hat sich also eine 


ns- 

bei 

us- 
i 

1en 
en, 
len = 
yon 

en, 

ist: 
|| 

von 
2,)- 

‘om 
juS- 
irs 
in 

b, 0, 
q 

= 
~ 
| : 


G. Mie. 


Kugelwelle ergeben. Nach dem Poyntingschen Satz berechnet 
sich der Energiestrom dieser Welle als ¢, - 6, — ¢, - by. 
Integrieren wir über die ganze Kugelfläche vom Radius r und 
pee über die Zeitdauer 1, so bekommen wir die in der Zeiteinheit 
ausgestrahlte Energie: 


q 1 1 3 
(69) 

= q = 1 q? = 1 


Bi; wo y und z die durch (60) definierten Größen sind. Daraus 
folgt weiter: 


1 1 
(1-40. 


wo vorübergehend gesetzt ist: 


1 


a a? 


wo 9’ die durch (59) definierte Größe ist. Setzen wir dies in (68) 
ein und außerdem 


wo wir gleich die Glieder von der Ordnung q? an weggelassen 


(72 


3 eee Wir kommen nun zu dem extrem entgegengesetzten Fall; 
en , sehr klein. Entwickeln wir y, und z, nach Potenzen dieser 
ibt sicl 
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f, =9, 
4no a - cos}, 
48 2,2 ‚sin gt 
a 


Vergleichen wir (72) mit (61), so bemerken wir einen auf- 
fallenden Unterschied. Würde man die Entwicklung von f 
nach Potenzen von q fortsetzen, so würde man nur gerade 
Potenzen bekommen, nach q? käme also * usf. In derselben 
Weise würde man in den Entwicklungen von 7, und /, nur 
ungerade Potenzen von q finden, die nächste Potenz nach q 
wäre also q%. Dagegen steht in der Entwicklung (72) für f, 
ein Term mit g* und in den Entwicklungen für f,' und f,' je 
ein Term mit q?. Dieser Unterschied hängt eng damit zusammen, 
daß die Lösung f, der Maxwellschen Gleichungen eine Energie- 
ausstrahlung vom Elektron involviert, daß dagegen f eine 
Lösung für ein im Gravitationsfeld strahlungsfrei umlaufendes 
Elektron bedeutet. Daß das Elektron bei der Lösung f strab- 
lungsfrei umläuft, geht daraus hervor, daß das elektrische Feld 
zufolge (57) in der unmittelbaren Umgebung des Elektrons 
zentrisch symmetrisch ist. Demzufolge ist es ausgeschlossen, 
daß das Elektron bei seinem Umlauf Energie verliert, also 
kann auch keine Energie als Strahlung weggehen. Das Glied 
mit q* in Formel (72) bringt eine Komponente in das elektrische 
Feld hinein, welche das Elektron fortwährend bremst und 
ihm so die zu Strahlung nötige Energie entzieht. 


19. Die Lösung f, ist also mit der vorher diskutierten 
Lösung f noch nicht identisch. Wir suchen nun ein zweites 
Integral f,, der Maxwellschen Gleichungen, welches die Energie- 
strahlung aufhebt, wenn es zu f, hinzuaddiert wird. 

Dieses Integral 7,, bekommen wir, wenn wir das Vor- 
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zeichen von t und das Vorzeichen von allen zeitartigen Größen, 
beispielsweise von der zeitartigen Komponente f des Vierer. 
potentials, umkehren. Dann stellt 7, Kugelwellen dar, die 
nicht wie f, von dem rotierenden Elektron weg in die Unend- 
lichkeit hinausstrahlen, sondern die umgekehrt aus dem Unend- 
lichen herbeieilen, von dem Elektron bei seinen Unläufen 


7 j absorbiert werden und so seine Bewegung nach und nach be- 
ex schleunigen. Damit Ladung und Bewegung des Elektrons 
Pe dieselben bleiben, wie im Falle von f,, muß man zugleich mit { 


B-- auch den beiden Größen e und q das umgekehrte Vorzeichen 
‘a geben, dann bleiben schlieBlich die Vorzeichen von allen vier 


i Komponenten des Viererpotentials ungeändert. 

aie Demnach finden wir aus (68) und (64) fiir f, den folgenden 
Ausdruck: 

Be 

(73) hu + q*%)’ 

On? = + — 4)? + 

14 Yı = 9, + 2°SIN Qu , 
2 =a In der unendlichen Dam bekommt man. nach (66): 


fi, = — 9° Ll+n), 


= he. sin sin a (£ + ) 
r 1° Gar (9 - a WE 


le 


= 


at 


(76 


wo 
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bh, = 0, 
q 
sin ——(t+ r)| 
e a Loe 
(76a) Ana r 


Die Formeln (76) ergeben in der Tat einen zentripetalen _ 
Energiestrom von derselben Größe wie der durch (68) dar- 
gestellte zentrifugale Energiestrom der Lösung f,. R 

In der weiteren Umgebung des rotierenden Elektrons, 
q°0,,/a sehr klein, ergibt sich aus (72) für das Viererpotential: 


e 1 1 
fi (iter 2 )» 
\ . t 9 
f„-- 
& 


wo 0’, ¥,Z genau dieselben Größen bedeuten, wie in (72). 

Es ist nun klar, daß wir die durch (58) und (61) dargestellte 
Lösung des Problems nach der Methode von Liénard und 
Wiechert bekommen, wenn wir bilden: 


\ 1 +f"). 


In der Tat liefert (78) für den Grenzfall: q-r/a klein, genau 
die Formeln (61). Wir können nach (78) nun auch die Fort- 
setzung dieser Lösung im unendlich fernen Gebiet gewinnen. 


Die Addition von (67) und (76) liefert: 000.0 
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(79) 7" Gna r 
, 
e =+q9?-——-- sin (4 — fl; 


-cos(-4~ — 9], 


r 
sin 27 


SE e J a (45 - ). 


Die Formel (79) stellt das Feld des Elektrons e, dar, 
kombiniert mit einer typischen stehenden Schwingung, deren 


: 

use 4 e? a a 3 


. t qt 
- sin (4 -¢)- 
fortwährend nur zwischen den Schwingungsknoten und Schwing- 
ungsbäuchen hin- und herpendelt, ohne dauernd Energie in 
einer bestimmten Richtung zu transportieren. 

Wenn man das Prinzip der Relativität des Gravitations- 
 feldes in der Weise auf ein um ein Gravitationszentrum um- 
laufendes Elektron anwendet, daß man das statische Feld eines 
ruhenden Elektrons in die nicht-minkowskische Geometrie um- 
5% > transformiert, durch welche man das Gravitationsfeld ersetzen 
kann, so bekommt man in großen Entfernungen vom Elektron 
eine stehende elektromagnetische Schwingung. Es fände also, 
wenn wir diese Lösung annehmen würden, keine Energiestrahlung 
statt, weder Emission noch Absorption, und das umlaufende 

Elektron behielte seine Energie ungeändert bei. 
oa Damit steht auch im Einklang, daß die Weltlinie des 
Elektrons eine geodätische Kurve des Hilbertschen Kon- 
 tinuums wäre. 


Das Feld eines in einem ungeheuer großen freien Raum 
umlaufenden Elektrons. 


20. Es bleibt nun noch die zu das 


laufenden Elektrons darstellt, oder genauer, 
physikalischen Bedingungen dies der Fall wäre. 

A Eines ist sofort klar: Wenn das umlaufende Elektron 
el ze rings von einem ungeheuren leeren Raum umgeben wäre, 
EM welchem außer dem Gravitationszentrum innerhalb von 
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Entfernungen, die im Vergleich zur Wellenlänge 4 = 2a a 
ungeheuer groß sind, nur ganz spärlich materielle Körper 

eingestreut wären, so kann unser Integral unmöglich die gesuchte 
Lösung sein. Denn wo sollte in diesem unendlichen Raum Er 
die stehende Schwingung herkommen, welche das umlaufende 
Elektron umgibt? Die richtige Lösung muß vielmehr um 
das Elektron herum eine zentrifugale Kugelwelle ergeben, 


an fortwährend Energie hineingegeben hat. 
dieser Kugelwelle passiert zur betrachteten Zeit gerade eine 
Kugeloberfläche, deren Radius gleich ist der gesamten Zeit, 
welche vom Anbeginn der Umlaufsbewegung bis zur Jetztzeit 
verstrichen ist, und eilt unaufhaltsam weiter vor. 
Zu diesem Integral können wir von dem bisher diskutierten 
gr f, welches nach unsrer letzten Bezeichnungsweise EI 
gleich (f, + 7.)/2 ist, sofort gelangen, wenn wir f’ = (f, — f)/2 
hinzuaddieren. 


wo für f, und f, ihre Werte aus (63), (64) und (73), (74) ein- 
zusetzen sind. 


Für unendlich entfernte Gebiete liefern die Formeln (67) 
und (76): 


e = — . . sin 
Gna r 
e vn qt 
1 * tna cos ( a 
0 
1 Ana | a 
cos cos 17 ot 
— 2, [2 - . . 
A = Gra r cos ( g) 


Also auch die Lösung f der Maxwellschen Gleichungen 
ergibt stehende Schwingungen, aber durch Superposition 
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Lösungen bekommt man f-+f’=f,, also nach außen 
laufende Kugelwellen. 

ir wet Wir untersuchen nun die Lösung f’ in dem anderen Grenz- 
; . fall: q-r/a klein. Aus (72) und (77) bekommt man: 


.z 
fi = sin 
na a 


Die Feldstärken sind demnach für kleine be r in dem sich 
mit drehenden Koordinatensystem der y, z 


e,= 0, e,;= 0, ‘aw 0. 


, Die Lösung f’ ergibt also in der Umgebung des Elektrons 
ein homogenes elektrisches Feld, dessen Richtung jederzeit 
BE der Richtung z der momentanen Bewegung des Elektrons 
genau entgegengesetzt ist. Dieses elektrische Drehfeld muß 
als zeitlich veränderliches Feld selbstverständlich von ent- 
sprechenden magnetischen Zuständen begleitet sein, aber das 
magnetische Feld ist von der Ordnung q*, infolgedessen setzen 
wir f’ =0, da wir das magnetische Feld nicht einmal bis zur 
Ordnung gq? genau rechnen. Das Eigenartige an dem durch (83) 
dargestellten elektrischen Drehfeld besteht darin, daß es nicht 
von elektrischen Ladungen ausgeht. Die elektrischen Kraft- 
linien verlaufen ohne Anfang und Ende im Raum und schließen 
sich in großer Entfernung zu den Kraftlinienschleifen der 
= stehenden elektrischen Schwingung zusammen, welche in 
unendlichen Entfernungen roh durch die Gleichungen (81) 
_ dargestellt wird, zu deren genauer Berechnung man aber (f,—f,)/2 
aus den Gleichungen (63), (64) und (73), (74) entnehmen müßte. 
Ebenso gut wie in großen Entfernungen vom Elektron 

_ wird aber das Feld auch in seiner ganzen Umgebung durch die 
Formel {+f richtig dargestellt. Das folgt einfach daraus, 
daß f eine Lösung der elektromagnetischen Differential- 
 gleichungen auch in den Gegenden ist, wo das Gravitations- 
a potential beträchtlichere Abweichungen von 1 hat, wenn wir 
nur von der allernächsten Umgebung der Singularität im 
 Gravitationszentrum absehen. Vorausgesetzt ist dabei, daß 
ie wir nur mit dem Grade der Genauigkeit rechnen, auf den wir 
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uns bisher immer beschränkt haben. Wenn wir nämlich unter _ mee 
Zuhilfenahme der aus der Formel (1) zu entnehmenden Maß- 
faktoren die Differentialgleichungen des elektromagnetischen 
Feldes im Gravitationsfeld aufstellen, wobei wir aus (6) den 
Wert für « entnehmen, so können wir die linken Seiten der 
Gleichungen in eine Potenzreihe nach q? entwickeln. Zur 
Lösung der Differentialgleichungen führt dasselbe Näherungs- 
verfahren, das wir schon in (14) benutzt haben. Wir entwickeln Er 
beispielsweise f in eine Reihe nach q?: f = fy + fr ® + fe: 
--, setzen diese Reihe in die Differentialgleichung für f 
ein und ordnen wieder nach q?. Wir haben dann der Reihe Ber; 
nach die einzelnen Faktoren von q°, q?,q*... gleich Null zu 
machen. Der Faktor von g® liefert eine Differentialgleichung, — 
welche als einzige Unbekannte f, enthält. Haben wir ein 
Integral für f, gewonnen, so gehen wir zu der zweiten Gleichung 
weiter, welche der Faktor von q? liefert. Dieser Faktor enthält . 
schon zwei von den Unbekannten, nämlich f, und f,. Setzen _ 
wir den aus der ersten Gleichung gewonnenen Wert von f, _ 
ein, so haben wir eine Differentialgleichung für f,, die wir lösen 
usw. Nun sind die Differentialgleichungen für die jf, nichts 
anderes als die aus den gewöhnlichen Maxwellschen Gleichungen 
hervorgehenden Differentialgleichungen, denn wenn man in 
den Maßfaktoren setzt q? = 0, so gehen sie alle in 1 bzw. in 0 
über, entsprechend dem Verhalten im gravitationsfreien Raum. 
Demnach ist f, eine Lösung der gewöhnlichen Maxwellschen 
Gleichungen. Wählen wir als diese Lösung das durch (82) 
dargestellte Viererpotential des Drehfeldes, so beginnt die 
Reihe für f schon mit einem Gliede von der Ordnung gq?, dann 
folgt q°’,q’ usw., die Reihen für die f/ unf f/ beginnen jede 
mit einem Gliede von der Ordnung q?, dann folgt q, q® usw. 
Wenn wir uns also auf den Näherungsgrad beschränken, den 
wir bisher immer innegehalten haben, so können wir uns auf 
das erste Glied beschränken. Das durch (82) dargestellte 
Viererpotential ist also in unserem Falle schon selbst das gesuchte 
Integral. 

Wenn sich das Elektron in dem durch die Formeln (83) 
dargestellten Drehfeld e’, welches sich über sein eigenes Feld 
superponieren soll, bewegt, so muß es dabei andauernd Energie 
verlieren und zwar ist der rn in der Zeiteinheit: 
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genau gleich der als Strahlung in der Zeiteinheit emittierten 
Energie, wie der Vergleich mit (68) zeigt. 
21. Zum Schluß sei noch die Frage erledigt, von welchem 
Integral der Maxwellschen Gleichungen man ausgehen müsse, 
a durch Transformation des Integrals in das nicht-minkowski- 
Se sche Kontinuum, dessen Geometrie durch die Formeln (35) 
sf ieee = (36) dargestellt wird, schließlich zu den nun schon ge- 
- wonnenen Ausdrücken für das Feld des unter Aussendung 
einer Wellenstrahlung umlaufenden Elektrons zu kommen. 
Br Wir müssen zu dem Zweck die Ausdrücke für das Vierer- 
potential f, die wir schon in kartesischen Koordinaten haben, 
eo umgekehrt in das auf natürliche Messungen basierte Koordi- 
natensystem der (o, ß,y,r) zuriicktransformieren. Da sich 
die Ausdrücke f’ bei dieser Transformation nur um Zusatz- 
glieder ändern, die im Vergleich zu den ursprünglichen Größen f 
von der Ordnung q? sind, so können wir die Zusatzglieder 
vernachlässigen und so rechnen, als ob wir in das durch (37a) 
definierte (x’, y’, 2’, t’)-Koordinatensystem transformierten. In 
der unmittelbaren Nachbarschaft des Zeitpunktes t=0 ge- 
schieht das durch die Lorentztransformation (37b) und wir 
bekommen so innerhalb der von uns angenommenen Fehler- 
grenzen: 


wo y’ und z’ mit te 0, B, y durch die Gleichungen (38) ver- 
; — sind. In der unmittelbaren Nachbarschaft von t =0 

oder was dasselbe ist: vont = 0, werden die Gleichungen (84), 
= wenn man die Glieder von der Ordnung ¢ an streicht: 


‘=—g-sinf-siny, 


e 


gv =0, Py= 


Dies ist zu dem früher berechneten Viererpotential 9, 
welches durch (55) wiedergegeben worden ist, hinzu zu addieren, 
Es ergibt sich also genau dasselbe Eigenfeld des Elektrons 
wie früher, nur tritt zu ihm noch das Drehfeld: 


Das 

ein 

wen 

sone 

nacı 

an 

welt 

daf 

Ele 

weg 

5. 

sen 

En: 

dar 

wir 

auf 

Kö 

nie 

Ex 

deı 

mi 

Fe 

2 Di 

dr 

ze) 

ate 

gl 

ko 

| br 

sti 

de 

At 

he 

- 


- 0 
4), 


9 


en, 
INS 


Das elektr. Feld ein. schweren, elektr. gelad. Kiigelchens usw. 558 = 


Zu dem Felde eines in einem ungeheuren leeren Raum m 
ein Gravitationszentrum umlaufenden Elektrons kommt man, 
wenn man nicht das rein statische Feld eines ruhenden Elektrons, 
sondern. ein Elektron in einem homogenen elektrischen Drhfeld 
nach dem Prinzip der Relativität der Gravitationswirkungen 
in die nicht-minkowskische Geometrie umtransformiert, durch 
welche man das Gravitationsfeld ersetzen kann. 


Dieses Drehfeld muß so bemessen und so gerichtet sein, 
daß es einen fortwährenden Energieverlust des umlaufenden 
Elektrons bedingt, welcher genau gleich der in große Fernen — 
weggestrahlten Energie ist. Dazu kommt aber, wie wir auf — 
$.535 gesehen haben, noch eine zur Richtung der Bahn é 
senkrecht stehende Drehfeldkomponente, die natürlich keine 
Energieabgabe veranlaßt. Diese senkrechte Komponente ver- | 
dankt ihre Existenz, wie wir gesehen haben, der Influenz- ee . 
wirkung des von dem Elektron ausgehenden elektrischen Feldes BR 
auf den im Gravitationszentrum befindlichen materiellen 
Körper. Selbst, wenn dieser Körper an sich vom Äther gr 
nieht dielektrisch verschieden wäre, so würde doch schon die __ 
Existenz des Gravitationspotentials in ihm eine Abweichung > 
der Dielektrizitätskonstante vom Werte 1 bedeuten, und es 
müßten in ihm freie Ladungen influenziert werden, deren — 
Feld man als das eines im Gravitationszentrum befindlichen 
Dipols beschreiben könnte, der sich mit dem Elektron zugleich 
dreht. Ja, sogar in dem ganzen Raum um das Gravitations- 
zentrum herum müssen im reinen Äther freie Ladungen nt- 
stehen, weil überall die Existenz des Gravitationspotentials — 
gleichbedeutend ist mit einer Änderung der Dielektrizitäts- 
konstante, und alle diese freien Ladungen wirken bei der Hervor- 
bringung der zur Bewegungsrichtung des Elektrons senkrecht _ 
stehenden Komponente des Drehfeldes mit. Wenn man von. 
dieser Drehfeldkomponente nur denjenigen Teil berechnet, 
der durch die Influenzwirkungen in dem dielektrisch geänderten 
Äther ohne die Mitwirkung der Materie im Gravitationszentrum 
hervorgebracht wird, das heißt, wenn man den Dipol im Gravi- 
tationszentrum gleich Null setzt, so findet man, wie wir auf 
8.585 gesehen haben, die Feldstärke: q?-e/4n a?, zentrifugal 
gerichtet. Die der Wellenstrahling entsprechende Drehfeld- 
komponente, welche der Bewegung des Elektrons gerade ent- 
gegengesetzt gerichtet ist, hat die Intensität: q?-e/62a*. Sie 
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ist also von höherer Ordnung klein, als das zur Bahn senkrechte 
Drehfeld. 


Schlußbemerk ungen. 


22. Wenn sowohl die Ausstrahlung von Wellen, wie auch 
die Influenzwirkung in dem dielektrisch inhomogenen Äther 
in der fernen Umgebung des umlaufenden Elektrons verhindert 
werden, dann ist die durch (55) dargestellte Lösung des Problems 
die richtige. Dieser Fall tritt ein, wenn man das elektrisch 
geladene Kügelchen in einem Einsteinschen Coupe beobachtet, 
dessen Wandungen aus leitendem Material bestehen. Dann 
dringen keine Feldlinien von dem Kügelchen in den weiten 
Bid Raum nach außen, und man wird an ihm eine Verhalten 
aa beobachten, welches strenge dem Prinzip von der Relativität 
der Gravitationswirkungen entspricht. Man wird also durch 
Beobachtungen an dem elektrischen Kiigelchen weder von der 
 Kreisbewegung des Coupés noch von dem Vorhandensein des 
Gravitationsfeldes etwas bemerken können. 
: Bestehen dagegen die Wandungen des Coupés aus einem 
 Dielektrikum, durch welches die von dem geladenen Kügelchen 
ausgehenden Feldlinien in den weiten Raum rings umher 
=.  hindurchdringen, dann wird sein Verhalten durch das in 21. 
we besprochene Integral der elektromagnetischen Differential- 
gleichungen dargestellt. Die Feldlinien gehen wie Fühler 
es in die weiten Gebiete hinein, welche man bei Zugrundelegung 
natürlicher MaBangaben nicht mehr durch eine minkowskische 
Geometrie beschreiben kann, und sie bringen deswegen auch 
in das Einsteinsche Coupé hinein eine Kunde von seiner 
Stellung im Weltsystem. Man beobachtet dann an dem elektrisch 
_ geladenen Kügelchen die Wirkung zweier Drehfelder. Das 


eine hängt mit der in den weiten Weltraum hinausgehenden 
Ss c: Strahlung zusammen, es sucht die Bewegung des Elektrons 
auf seiner Bahn aufzuhalten. Im Coupé muß man es daran 


Br bemerken, daß es eine zunehmende Bewegung des Elektrons 
* ee auf einer Spirale relativ zu den Gegenständen im Coupé hervor- 

bringt. Auf diese Weise legt es Zeugnis ab von der kreisenden 
Bewegung des Coupés. Das andere Drehfeld entsteht durch 
die freien Ladungen, welche das elektrische Feld des Elektrons 
1 in der Materie des Gravitationszentrums und außerdem auch 
ae in dem vom Gravitationsfeld durchsetzten und dadurch dielek- 


i 5 trisch veränderten freien Äther influenziert. Dieses Feld 


briny 
nur 
vol 
eine 
gem 
Betr 
uner 
in § 
sinn 
im ° 
so V 
Wel 
gesc 
steh 
von 
| die 
auf 
Glie 
der 
Elel 
mar 
aus, 
sein 
Aus 
raw 
Ele] 
ung 
Für 
gut 
Rat 
Enc 
wir 
rau 
wie 
zu 


ite 


Das elektr. Feld ein. schweren, elekir. gelad. Kiigelchens usw. 555 


bringt eine Veränderung der Attraktionskraft hervor, welche  —_— 
man ebenfalls relativ zu den anderen Körpern im Coupé, die 
nur der Schwerewirkung unterworfen sind, bemerken muß. 
$o bezeugt dieses Feld das Vorhandensein der Materie im 
Gravitationszentrum und vielleicht auch das Vorhandensein 
von dielektrischen Veränderungen im Äther und damit das 
eines Gravitationsfeldes in der Umgebung des Coupes. 


Es sei besonders hervorgehoben, daß alle in dieser Arbeit 
gemachten Berechnungen und auch die eben angestellten 
Betrachtungen unabhängig davon gelten, ob der Weltraum 
unendlich ausgedehnt ist, oder ob er, wie Einstein annimmt, 2 
in sich zurückläuft. Freilich: Wollte man die physikalisch 
sinnlose Fiktion machen, daß man ein geladenes Kügelchen 
im weiten Jeeren Raum um ein Gravitationszentrum während 
so vieler Aeonen umlaufen ließe, daß die von ihm ausgesandten 
Wellenzüge mehrmals den ganzen nach Einstein in ich 
geschlossenen Weltraum durchliefen, zum Anfangspunkt zuriick- = 
kehrten, wieder wegliefen, bis schließlich eine regelrechte 
stehende Welle herauskäme, dann würde allerdings das: Integral = 
von den „Bedingungen im Unendlichen“ nicht abhängen, und 
die beiden von uns unterschiedenen Fälle wären in Hinsicht 
auf die elektrischen Wellen identisch, sie würden nur in den | 
Gliedern voneinander abweichen, welche von der Existenz 
der in endlicher Entfernung in der Umgebung des umlaufenden 
Elektrons vorhandenen materiellen Körper abhängen. Geht 
man aber von der physikalisch allein möglichen Voraussetzung : 
aus, daß das Elektron erst vor einer absehbaren Zeit mit — 
seinen Umläufen begonnen hat, dann ist wegen der ungeheuren _ 
Ausdehnung, welche man dem in sich geschlossenen Welt- — 
raum ohne Zweifel zuerkennen muß, die Wellenfront der von dem _ 
Elektron emittierten Strahlung immer noch unterwegs in dem 
ungeheuren Raum, während die Beobachtungen gemacht werden. 
Für den Beobachter ist also der geschlossene Raum genau so 
gut unendlich groß, wie der wirklich unendlich ausgedehnte _ 
Raum, weil die Wellen während seiner Beobachtungen das _ 
Ende des Raumes nicht erreichen. In mathematischen Arbeiten 
wird die physikalische Bedeutung der Frage, ob der Welt- 
raum unendlich ist, oder ob er in sich zurückläuft, bisweilen, — 
wie mir scheint, überschätzt. Es ist vielleicht gut, einmaldaran — 
zu erinnern, daß man in der Physik zwischen „sehr groß“ 

87* 
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und „unendlich groß‘ so gut wie niemals unterscheiden kann, 
und daß der theoretische Physiker jedesmal, wenn er das Wort 
„unendlich groß‘ gebraucht, dabei im Stillen an eine gam 
bestimmte Größenordnung denkt, die von Problem zu Problem 
sehr verschieden sein kann. Ich glaube, daß die Frage nach 
der Endlichkeit oder Unendlichkeit des Weltraumes physi- 
kalisch eigentlich belanglos ist, so interessant sie auch gewiß 
vom metaphysischen und vom astronomischen Standpunkt aus 
sein mag. 


23. In der modernen Atomtheorie wird angenommen, 
daß umlaufende Elektronen ohne Strahlung möglich sind. 
Diese Annahme bildet keineswegs erst die Grundlage der neueren 
Quantentheorie und des Bohrschen Atommodells, sie ist 
vielmehr von vornherein in jeder elektrischen Theorie der 
Materie, die sich auf der Existenz von Elektronen aufbaut, 
wie mir scheint, unvermeidlich. Man muß sich die Frage vor- 
legen, ob sie mit der Vorstellung elektromagnetischer Felder 
im Sinne der Maxwellschen Theorie vereinbar ist oder nicht. 
Wenn das elektrische Feld in der Umgebung eines um einen 
Kern umlaufenden Elektrons andauernd die Bewegung des 
Elektrons mitmachte, so müßte die Bewegung unbedingt mit 
Strahlung verbunden sein, weil die Feldänderungen sich nur 
mit endlicher Geschwindigkeit in die unendliche Ferne über- 
tragen können. Vielleicht wäre es aber möglich, daß sich die 
Feldlinien in der ferneren Umgebung des Elektrons nach einigen 
Schwankungen auf eine gewisse mittlere Lage einstellten und 
nun die Bewegung des Elektrons nicht mehr mitmachten. 
Dann würden die Wellen, welehe sich in der unmittelbaren 
Nachbarschaft des bewegten Elektrons entwickeln, sofort 
den Schichten, in welchen die konstante Einstellung der Feld 
linien beginnt, nach dem Innern zurück totalreflektiert werden. 
und das umlaufende Elektron wäre unmittelbar umgeben 
von einer stehenden Schwingung. Dazu wäre erforderlich 
daß der Äther im Bereich der starken Felder im Atom ur 
Veränderungen seiner dielektrischen und magnetischen Eigen 
schaften erlitte, die mit Brechung und totaler Reflektion ver 
bunden sein können. Da nun bei strenger Anwendung de 
Prinzips von der Relativität der Gravitationswirkungen il 
schwere, um ein Gravitationszentrum umlaufende Elektr 
nicht strahlt, so könnte man auf die. Vermutung kommen, 
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daß die Änderungen der dielektrischen und magnetischen 
Eigenschaften des Äthers, welche durch das Gravitations- 
potential angezeigt werden, eine Totalreflektion der Wellen 
in der eben geschilderten Weise hervorbringen. In der vor- 
liegenden Arbeit ist der Nachweis geliefert, daß diese Vermutung 
irrig wäre. Die Änderungen der Dielektrizität und der Permeabi- 
lität des Äthers im Gravitationsfeld haben auf die vom Elektron 
emittierte Strahlung keinen Einfluß, der über die Fehler- 
grenzen der sehr genauen Rechnungen hinausginge. Trotzdem 
sind die freien Ladungen in dem leeren Raum um das Elektron 
herum, welche infolge der Veränderungen der Dielektrizität 
des Äthers entstehen, so groß, daß das von ihnen erzeugte 
Feld viel stärker ist als das mit der Strahlung verbundene 
bremsende Drehfeld. Es kann aber nicht zur Geltung kommen, 
weil es zur Bahn des Elektrons immer genau senkrecht steht. 
Es wäre nun sehr wohl möglich, daß auch die starken elek- 
trischen Felder im Bohrschen Atommodell die Eigenschaften 
des Äthers nach bisher noch unbekannten Gesetzen veränderten. 
In diesem Falle müßten die Veränderungen der Dielektrizitäts- 
konstante die drehende Bewegung des Elektrons mitmachen 
und man könnte sich denken, daß dadurch eine tangential 
gerichtete Komponente des Feldes entsteht, welches die im 
Äther influenzierten Ladungen hervorbringen. Weiter wäre 
es möglich, daß diese Komponente in bestimmten Fällen, 
nämlich denen der bevorzugten Elektronenbahnen, gerade das 
bremsende Feld kompensierte. Dann müßte aber das Elektron 
strahlungslos, nur umgeben von einer stehenden Schwingung, 
umlaufen. Man muß daher zugeben, daß es nicht ausgeschlossen 
zu sein braucht, eine etwas modifizierte Maxwellsche Theorie 
mit der Tatsache strahlungsfreier Elektronenbahnen im Einklang 
wad finden. 


2. November 192) 
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2. Über das Refraktionsvolumen sehr verdünnter 
Lösungen; 
von C, Dieterici. 


In einer in diesen Annalen, Bd. 67, 8. 887—351, 1922 er- 
schienenen Arbeit habe ich nachgewiesen, daß sich das Lan- 
doltsche Refraktionsvolumen für Mischungen zweier Flüssig- 
keiten und Lösungen additiv aus dem Refraktionsvolumen der 
Komponenten nach der Gleichung 


n—-l=aW+Bß-S 


darstellen läßt, worin a= (n,—1)v, und J=(n,—1)v, 
das molekulare Refraktionsvolumen der reinen Komponenten 
und W und $ die Zahl der in der Raumeinheit der Lösungen 
enthaltenen Molekeln bedeutet. 

Die zahlenmäßigen Berechnungen, auf welches sich diese 
Darstellung stützte, waren wesentlich basiert auf dem reichen 
Beobachtungsmaterial an wäßrigen Lösungen, welches in 
Wagners Tabellen zum Zeißschen Eintauchrefraktometer 
enthalten ist und umfaßte möglichst weite Konzentrations- 
intervalle, also Lösungen bis zu den höchsten Konzentrationen. 

Eine Frage von besonderem Interesse ist die, ob auch 
bei den verdünntesten Lösungen sich das einfache Gesetz der 
additiven Wirkung der Komponenten auf den Brechungs- 
exponent der Lösung bewahrheitet. Nach den Vorstellungen 
der Dissoziationstheorie müssen ja mit zunehmender Ver- 
dünnung die gelösten Molekeln immer mehr in ihre Ionen 
zerfallen, es müßte also das optische Volumen ß des gelösten 
Stoffes sich mit zunehmender Verdünnung ändern und in zwei 
den gebildeten Ionen entsprechenden Teile zerfallen. Schon 
Hallwachs!) hat nachgewiesen, daß auch bei den ver- 
dünntesten Lösungen auf optischem Wege keine zunehmende 
Dissoziation bemerkbar wird. Die Wagnerschen Tabellen 
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geben ein viel reicheres Beobachtungsmaterial als es damals  =—> 
Hallwachs zur Verfiigung stand. 
In den folgenden Tabellen sind für wäßrige NaCl und ST 
H,80,-Lésungen nach den Originalzahlen von Kohlrausch 
und Hallwachs!) über sehr verdünnte Lösungen unter p die 
Gewichtsmengen Salz angegeben in 100 cem Lösung und die zu- | 
gehörigen Dichten s bezogen auf Wasser gleicher Temperatur; _ 
damit ist unter W und § die in 100 cem Lösung bei t=18500 
enthaltenen Molenzahlen berechnet, (n—1) ist aus den 
Wagnerschen Tabellen entnommen nur durch Multiplikation 
mit 1,000294 auf das Vakuum reduziert, unter aW/100 ist 


Tabelle 1. 
NaCl-Lösungen t= 18,5 M = 58,51 a = 6,0176 com pro Mole. 


p grin 
100 cbm = 8 4 
Lösung 1 5 100 Mole 


0,00000 | 1,000000 0 5,54223| 0,33351| 0,33351| 0,00000| — 
0,02942 | 1,000212 | 0,000503 | 5,54178| 0,33357| 0,33348| 0,00009| 17,89 
0,05880 | 1,000426 | 0,001005 | 5,54132| 0,33360) 0,33345| 0,00015) 14,92 
0,11731 | 1,000848 | 0,002005 | 5,54042| 0.33371) 0,33340| 0,00031| 15,46 
0,2916 | 1,002101 | 0,004983 | 5,53769| 0,33402| 0,33324| 0,00078| 15,65 
0,5777 | 1,004143 | 0,009873 | 5,53314| 0,33452| 0,33296| 0,00156| 15,80 
1,1344 | 1,008093 | 0,019388 | 5,52413| 0,33549| 0,33242| 0,00307| 15,83 
1,6967 | 1,012053 | 0,028999 | 5,51487| 0,33645| 0,33186| 0,00459| 15,83 
2,7836 | 1,019627 | 0,047544 | 5,49654| 0,33830| 0,33076| 0,00754| 15,85 
2,9173 | 1,020580 | 0,049860 | 5,49439) 0,33855| 0,33063) 0,00792| 15,88 


EN 


FF 
: 


Tabelle 2. 
H,SO,-Lösungen t=1805 M,=98,06 a= 6,0190ccm pro Mole, 


p gr in | 18,05 Molen |_ Molen aW ebm idee 
100 cb Pe. 18 | 4 
Lösung | * 18,05 | 100cbm|" 100cbm| ” 100 P Mole 


0,00000 | 1,000000/ 0 | 5,54174 | 0,33355| 0,33355| 0,00000| — 
0,14717 | 1,001121 | 0,001501 | 5,53978 | 0,33375| 0,33344| 0,00034| 22,64 
0,2442 | 1,001810  0,002490 | 5,53822 | 0,33388| 0,33335| 0,00053| 21,29 
0,4837 | 1,003460 | 0,004932 | 5,53407 | 0,33418| 0,33310 0,0018 21,90 
0,71873 | 1,006045 | 0,007328 | 5,52982 | 0,33448| 0,33284 0,0016 22,38 
0,94912 | 1,006580 | 0,009677 | 0,52554 |0,33478| 0,33258| 0,00220 22,73 
1,4193 | 1,009686 | 0,014471 | 5,51663 |0,33536| 0,33204| 0,00336| 322° 
2,3277 | 1,015616 | 0,023733 | 5,49910 |0,33655| 0,33099| 0,00556| 23,43 

24,422 | 1,15238 | 0,2490 | 5,03091  0,35085| 0,30281|0,06704 20 


1) F. Kohlrausch u. W. 


Haliwachs, Wied. Ann. 58. S. 14—42, 

at 
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das optische Volumen des reinen Wassers angegeben, welel 
durch Subtraktion von (n — 1) unter A das optische Volumen 


des Salzes bzw. der Säure in der Lösung ergibt. 6 = 


gibt dann das optische Volumen des Salzes bzw. der Säure 
in Kubikzentimeter per Mole. 

Aus den Tabellen ergibt sich, daß bei den Lösungen von 
NaCl und H,SO, in Wasser auch bis zu den allerverdünntesten 
Lösungen, deren Dichtebestimmung nur die Meßkunst eineg 
Kohlrausch ermöglichte, also Lösungen, die nur 0,001 normal 
sind, sich aus den Brechungsexponenten ein konstantes optisch 
wirksames Refraktionsvolumen 5 berechnen läßt und daß 
dieses bei beiden gelösten Stoffen sich vollkommen identisch 
mit dem f-Werte ergibt, der in meiner vorangegangenen 
Arbeit!) aus den Lösungen höherer Konzentration abgeleitet 
ist, nämlich 


für NaCl. . . . . 15,86cem pro Mole 


re. Es ist also in Übereinstimmung mit Hallwachs keinerlei 
Anzeichen einer mit der Verdünnung fortschreitenden Disso- 
ziation auf optischem Wege bemerkbar. Daß bei zunehmender 
Verdünnung die Größe ß etwas größere Schwankungen zeigt, 
als bei konzentrierteren, ist natürlich bedingt dadurch, daß 
die geringe Differenz A, aus der 8 berechnet ist, so klein wird, 
daß auch die Bestimmung des Brechungsexponenten auf 5 Dézi- 
malen, welche das Eintauchrefraktometer gestattet, nicht mehr 
ausreicht. t 


Kiel, Physik. Institut d. Universität, 10. Dez. 1922. 


» Ann. ud Phys. 67. S. 347. 1922. 


(Eingegangen 19. Dezember 1922.) 
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